
Microgeometry capture and RGB albedo estimation by

photometric stereo without demosaicing
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❲❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ st❡r❡♦✲❜❛s❡❞ s②st❡♠ ❢♦r r❡tr✐❡✈✐♥❣ t❤❡ ❘●❇ ❛❧❜❡❞♦ ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❡✲s❝❛❧❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ ❛♥
♦♣❛q✉❡ s✉r❢❛❝❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❧✐♠✐t s♣❡❝✉❧❛r✐t✐❡s✱ t❤❡ s②st❡♠ ✉s❡s ❛ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ ❞✐✛✉s❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ r❛t❤❡r ❤❛♥❞❧❡ ❘❆❲✱ ♥♦♥✲❞❡♠♦s❛✐❝❡❞ ❘●❇ ✐♠❛❣❡s✱
✇❤✐❝❤ ❜♦t❤ ❛✈♦✐❞s ✉♥❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ s❡♥s♦r ❞❛t❛ ❛♥❞ s✐♠♣❧✐✜❡s t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❜❡❞♦ ✐♥ ❡❛❝❤
❝♦❧♦r ❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧s✳ ❲❡ ✜♥❛❧❧② s❤♦✇ ♦♥ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❡①❛♠♣❧❡s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ st❡r❡♦
❢♦r t❤❡ ✸❉✲r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✈❡r② t❤✐♥ str✉❝t✉r❡s ❢r♦♠ ❛ ✇✐❞❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ s✉r❢❛❝❡s✳
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❆♠♦♥❣ t❤❡ ♥✉♠❡r♦✉s ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ✸❉✲r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❞✐❣✐t❛❧ ❝❛♠❡r❛s✱ ♣❤♦✲
t♦♠❡tr✐❝ t❡❝❤♥✐q✉❡s s✉❝❤ ❛s s❤❛♣❡✲❢r♦♠✲s❤❛❞✐♥❣✶ ❛♥❞ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ st❡r❡♦✷ ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✜rst ❝❤♦✐❝❡s
✇❤❡♥ ✐t ❝♦♠❡s t♦ t❤❡ r❡❝♦✈❡r② ♦❢ t❤✐♥ str✉❝t✉r❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡② ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♥♦r♠❛❧s ✐♥ ❡❛❝❤
♣✐①❡❧ ✭✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✏♣✐①❡❧✑ ✉s✉❛❧❧② r❡❢❡rs t♦ ❛ ❝❡❧❧ ✐♥ t❤❡ r❡❞✱ ❣r❡❡♥ ❛♥❞ ❜❧✉❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
❇❛②❡r ♠❛tr✐①✿ ✇❡ r❛t❤❡r ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♣✐①❡❧ ❛s ❛ ❝❡❧❧ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲❞❡♠♦s❛✐❝❡❞ ❘❆❲ ✐♠❛❣❡✮✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥
s✉r❢❛❝❡s ♣✐❝t✉r❡❞ ❜② ❛ ❞❡✈✐❝❡ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛ ❞✐❣✐t❛❧ ❝❛♠❡r❛ ❛♥❞ s❡✈❡r❛❧ ▲❊❉s ❛rr❛♥❣❡❞ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳ ✭❛✮ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ✉s❡❞ ❢♦r ✸❉✲r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❜② ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ st❡r❡♦✳ ❈♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡
▲❊❉s ❛r❡ ♦r✐❡♥t❡❞ t♦✇❛r❞s t❤❡ ✇❛❧❧s ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡ t❤❡ s❝❡♥❡ ✐♥ ❛ ❞✐✛✉s❡ ♠❛♥♥❡r✳✸ ❆ ❞✐❣✐t❛❧ ❝❛♠❡r❛
✐s ✉s❡❞ t♦ ❝❛♣t✉r❡ m = 15 ✶✷✲❜✐ts ❘❆❲ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❡ ✉♥❞❡r ✈❛r②✐♥❣ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② t✉r♥✐♥❣
♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ▲❊❉s✳ ✭❜✲❝✮ ❚✇♦ ❘●❇ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❛ ❢♦❧❞❡❞ ✶✵ ❡✉r♦s ❜❛♥❦♥♦t❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ❞❡✈✐❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞
❢♦r s♠❛❧❧✲s❝❛❧❡ ✸❉✲r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✿ ✐♥ ❢✉❧❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭3664× 2748 ♣✐①❡❧s✮✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡❞ ❛r❡❛ ✐s ♦❢ s✐③❡ 1.6 cm× 1.2 cm✱ t❤✉s
t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ♣✐①❡❧ ✐s ❛r♦✉♥❞ 5 µm× 5 µm✳
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P❤♦t♦♠❡tr✐❝ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥✈❡rt ❛ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ✉s✉❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ st❡r❡♦ ❛r❡ t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛ ❝♦♥s✐st ✐♥ m ≥ 3 ❣r❛② ❧❡✈❡❧ ✐♠❛❣❡s
Ii, i ∈ [1,m]✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ st✐❧❧ ❝❛♠❡r❛✱ ❜✉t ✉♥❞❡r ✈❛r②✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ✭❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✮✱ t❤❛t t❤❡
s✉r❢❛❝❡ ✐s ♦♣❛q✉❡ ❛♥❞ t❤❛t ✐ts r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ✐s ▲❛♠❜❡rt✐❛♥ ✭♣❡r❢❡❝t❧② ❞✐✛✉s✐✈❡✮✳ ❯♥❞❡r t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ❛♥❞
♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ s❤❛❞♦✇✐♥❣ ❡✛❡❝ts✱ t❤❡ ❣r❛② ❧❡✈❡❧ ❛t ♣✐①❡❧ (u, v) ✐♥ t❤❡ i✲t❤ ✐♠❛❣❡ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s✿

Iiu,v = ρu,vnu,v · s
i, i ∈ [1,m] ✭✶✮

✇❤❡r❡ ρu,v > 0 ✐s t❤❡ ❛❧❜❡❞♦✱ nu,v ✐s t❤❡ ✉♥✐t ♦✉t✇❛r❞ ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✱ ✈❡❝t♦r si ♣♦✐♥ts t♦✇❛r❞s t❤❡ ❧✐❣❤t
s♦✉r❝❡✱ ✐ts ✐♥t❡♥s✐t② ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❧✉♠✐♥♦✉s ✢✉① ❞❡♥s✐t②✱ ❛♥❞ · ✐s t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t✳

❚❤❡ ❛❧❜❡❞♦ ρu,v ❛♥❞ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ nu,v ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ (u, v) ❜② s♦❧✈✐♥❣ s②st❡♠ ✭✶✮ ✐♥ t❤❡ ❧❡❛st✲
sq✉❛r❡s s❡♥s❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r mu,v = ρu,vnu,v✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❛❧❜❡❞♦ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ρu,v = ‖mu,v‖ ❛♥❞ t❤❡
♥♦r♠❛❧ ❜② nu,v = mu,v/‖mu,v‖✳ ❊✈❡♥t✉❛❧❧②✱ t❤❡ ❞❡♣t❤ ♠❛♣ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♥♦r♠❛❧s✳✹

❋✐❣✉r❡ ✷ s❤♦✇s t❤❡ ❛❧❜❡❞♦✱ ♥♦r♠❛❧s ❛♥❞ ❞❡♣t❤ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ m = 15 ✐♠❛❣❡s s✉❝❤ ❛s t❤♦s❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳ ❋r♦♠ ❛ s❡t ♦❢ m ≥ 3 ❘●❇ ✐♠❛❣❡s s✉❝❤ ❛s t❤♦s❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉♥❞❡r ✈❛r②✐♥❣ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ✇❤✐❧❡
❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ st✐❧❧✱ ♦✉r ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ st❡r❡♦ ❛♣♣r♦❛❝❤ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② r❡❝♦✈❡rs ✭❛✮ ❛♥ ❘●❇ ❛❧❜❡❞♦✱ ✭❜✮ ❛ ♥♦r♠❛❧ ♠❛♣
s❤♦✇✐♥❣ ♠✐❝r♦❣❡♦♠❡tr✐❝ str✉❝t✉r❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❤❛r❞❧② ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡s✱ ❛♥❞ ✭❝✮ ❛ ✸❉✲r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳

❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♠♦st ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ st❡r❡♦✱ r❡❧✐❡s ♦♥ t✇♦ r❡str✐❝t✐✈❡
❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳ ❋✐rst✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛ ❝♦♥s✐st ✐♥ ❣r❛② ❧❡✈❡❧ ✐♠❛❣❡s✳ ❨❡t✱ ♠♦st ♠♦❞❡r♥ ❞✐❣✐t❛❧ ❝❛♠❡r❛s
♣r♦✈✐❞❡ ❘●❇ ✐♠❛❣❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ ❣r❛② ❧❡✈❡❧s ❢♦r t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ st❡r❡♦✱ ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❛
❧♦ss ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r s

i ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ ❛❧❧ ♣✐①❡❧s✳ ❙✐♥❝❡ ✐♥
♦✉r ❝❛s❡✱ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✭❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✲❛✮✱ t❤✐s ✐s ❤❛r❞❧② ❥✉st✐✜❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ♦✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡
❣r❛② ❧❡✈❡❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ✈❡r② s✐♠♣❧② ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛s ✐♥♣✉ts t❤❡ ❘❆❲ ✐♠❛❣❡s ❢r♦♠ t❤❡ s❡♥s♦r✱
✇✐t❤♦✉t ❞❡♠♦s❛✐❝✐♥❣ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✸✮✳ ❚❤✐s s✐♠♣❧✐✜❡s t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✭❝♦❧♦r✮ ❛❧❜❡❞♦ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧s✱ ✐♥
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ♠❡t❤♦❞s ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ❘●❇ ✐♠❛❣❡s ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✷✮✳ ❨❡t✱ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡q✉✐r❡s t❤❛t
❡❛❝❤ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ✐s ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✹✮✳

✷✳ ❘❊▲❆❚❊❉ ❲❖❘❑

▼✐❝r♦❣❡♦♠❡tr② r❡❝♦✈❡r② ❜② ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ st❡r❡♦ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❣❡❧ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛♠❡r❛✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✏❧❛♠❜❡rt✐❛♥✐③❡✑ t❤❡ s✉r❢❛❝❡s✳✺ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ ♥♦♥✲✐♥tr✉s✐✈❡
♠❡t❤♦❞ r❡❧②✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ st❛♥❞❛r❞ ❡q✉✐♣♠❡♥t s✉❝❤ ❛s ▲❊❉s✱ ②❡t ❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡② ❝r❡❛t❡ ❞✐✛✉s❡
✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥✱ t❤✉s ❧✐♠✐t✐♥❣ s♣❡❝✉❧❛r✐t✐❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❛ s✉r❢❛❝❡ ✐s ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② ❛ ❝❤❡♠✐❝❛❧
♣r♦❝❡ss✱ ✐ts ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛❧❜❡❞♦ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛♥②♠♦r❡✱ ✇❤✐❧❡ ♦✉r ❞❡✈✐❝❡ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ✐t✳

❚❤❡ ❣r❛② ❧❡✈❡❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❧❛①❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ✇❛②s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ st❡r❡♦✳ ❖♥❡
❢❛♠♦✉s ❡①❛♠♣❧❡ ✐s t❤❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ ✸❉✲r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ✇❤✐t❡ s✉r❢❛❝❡s ♦❜s❡r✈❡❞ ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❧♦r❡❞
❧✐❣❤t s♦✉r❝❡s✳✻ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ st❡r❡♦ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♥♦r♠❛❧s ✭t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛❧❜❡❞♦
✐s ♥♦t r❡❧❡✈❛♥t✱ s✐♥❝❡ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ✇❤✐t❡✮✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ r❡❞✱ ❣r❡❡♥ ❛♥❞ ❜❧✉❡ ❝❤❛♥♥❡❧s
❛s t❤r❡❡ ❣r❛② ❧❡✈❡❧ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢r♦♠ ❛ s✐♥❣❧❡ ❘●❇
✐♠❛❣❡✱ ❛♥ ✐❞❡❛ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❛❧r❡❛❞② s✉❣❣❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧② ✇♦r❦ ❜② ❲♦♦❞❤❛♠✳✷



❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ✇♦r❦ ✐s t❤❛t ❜② ❇❛rs❦② ❛♥❞ P❡tr♦✉✱✼ ✇❤♦ ✉s❡❞ ❢♦✉r ❘●❇ ✐♠❛❣❡s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ t❤r❡❡
❛❧❜❡❞♦ ✈❛❧✉❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦r♠❛❧s✳ ❚♦ t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ t❤❡ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧ ✭✶✮ ✐s ✇r✐tt❡♥
✇✳r✳t✳ ❡❛❝❤ ❝♦❧♦r ❝❤❛♥♥❡❧✱ ②❡t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ✐s ✏✇❤✐t❡✑✿

Ii,⋆u,v = ρ⋆u,vnu,v · s
i, i ∈ [1,m], ⋆ ∈ {R,G,B} ✭✷✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❧❜❡❞♦ ρ⋆u,v ✐s ♥♦✇ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❝♦❧♦r ❝❤❛♥♥❡❧ ⋆ ∈ {R,G,B}✳ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ st❡r❡♦
♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ✐♥ ❡❛❝❤ ❝♦❧♦r ❝❤❛♥♥❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡
❛❧❜❡❞♦✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤r❡❡ ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r t❤❡ ♥♦r♠❛❧✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❡st✐♠❛t❡s
♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✿ ❇❛rs❦② ❛♥❞ P❡tr♦✉ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s✲❜❛s❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s
❞r❛✇❜❛❝❦ ❜② s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ t❤r❡❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❛❧❜❡❞♦ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r✳ ■❦❡❞❛ s✉❣❣❡st❡❞
❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦❧♦r ❛❧❜❡❞♦ ✜rst✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ s❤❛♣❡ ❜② r❡s♦rt✐♥❣ t♦ ❛
♥♦♥❧✐♥❡❛r P❉❊ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳✽ ■t ✇❛s ❛❧s♦ r❡❝❡♥t❧② s❤♦✇♥ t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ r❛t✐♦s ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛✐rs ♦❢ ❝♦❧♦r ❧❡✈❡❧s ✐♥ t❤❡
s❛♠❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ②✐❡❧❞s ❛ s②st❡♠ ♦❢ ❧✐♥❡❛r P❉❊s ✐♥ t❤❡ ❞❡♣t❤✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❛❧❜❡❞♦✳✾

◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❛❧❧ t❤❡s❡ ✇♦r❦s ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ tr✐♣❧❡t ♦❢ ❘●❇ ✈❛❧✉❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ s✉r❢❛❝❡ ♣♦✐♥t✳
❨❡t✱ t❤✐s ✐s ♥♦t ❛ ✈❛❧✐❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ❘●❇ ❝❛♠❡r❛s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❝♦❧♦r ✜❧t❡rs ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❛rr❛♥❣❡❞
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❇❛②❡r ♣❛tt❡r♥✿ ♦♥❡ ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ s❡♥s♦r ❝❛♥ ♦♥❧② r❡❝❡✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ♦♥❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝♦❧♦r ❝❤❛♥♥❡❧✳
❚♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ tr✐♣❧❡t ♦❢ ❘●❇ ✈❛❧✉❡s✱ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✐s r❡q✉✐r❡❞✳ ❚❤✐s ✐♥❞✉❝❡s ❛ ❜✐❛s✱ ❛s ❡❛❝❤ ♥♦r♠❛❧ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞
❢r♦♠ ❝♦❧♦r ❧❡✈❡❧s r❡❣✐st❡r❡❞ ✐♥ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♣✐①❡❧s r❛t❤❡r t❤❛♥ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♦♥❡✳

❆s ❢♦r t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ✐t ❤❛s ❢r❡q✉❡♥t❧② ❜❡❡♥ q✉❡st✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝
st❡r❡♦✳ ❆ ❧♦t ♦❢ ❧✉♠✐♥♦✉s s♦✉r❝❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♣♦✐♥t✇✐s❡ ❛♥❞ ❡①t❡♥❞❡❞ ♦♥❡s✱ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝
♠♦❞❡❧✱ s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✶✵ ❢♦r s♦♠❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥t✇✐s❡ s♦✉r❝❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ♦❢t❡♥ ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✐♥ r❡❛❧✲✇♦r❧❞
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❛s ▲❊❉s r❡♣r❡s❡♥t ❝❤❡❛♣ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡s ✇❤✐❝❤ ✜t r❛t❤❡r ✇❡❧❧ t❤✐s ♠♦❞❡❧✳ ❈❛❧✐❜r❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
♦❢ s✉❝❤ s♦✉r❝❡s ✭❡✳❣✳✱ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡♥s✐t②✮ ✐s ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♣r♦❜❧❡♠✱✶✶ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡
♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ st❡r❡♦ ✉♥❞❡r s✉❝❤ ❛♥ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳✾

❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♥♦t ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ♦✉r ✉s❡ ❝❛s❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❧✐❣❤t
r❡✢❡❝t✐♦♥s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✉s✐♥❣ r❡♥❞❡r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ✐♥✈❡rt✐♥❣ t❤❡ r❡♥❞❡r✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞
❜❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ■♥st❡❛❞✱ ✇❡ ♣r❡❢❡r t♦ r❡s♦rt t♦ ❛ s✐♠♣❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
❧✉♠✐♥♦✉s ✢✉① r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❆ ✜rst ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❝♦♥s✐sts ✐♥ s❛♠♣❧✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ✐♥
❛ ♣❧❛♥❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❞✐✈✐❞✐♥❣ ❡❛❝❤ ♥❡✇ ✐♠❛❣❡ ❜② t❤❡s❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♠❛♣s✳✶✷ ❨❡t✱ t❤✐s
t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❛♥ ♦♥❧② ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s✱ ❜✉t ♥♦t ❢♦r ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥
❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❆♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❤❛r♠♦♥✐❝s
❜❛s✐s✱✶✸ ❛♥❞ t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ ✜rst ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤✐s ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♣r❡❞✐❝t
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤❛r♠♦♥✐❝s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧② ❛❝❝✉r❛t❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹
❤♦✇ t♦ s❛♠♣❧❡ ❜♦t❤ t❤❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❛♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❧✉♠✐♥♦✉s ✢✉① r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳

✸✳ ❘●❇ P❍❖❚❖▼❊❚❘■❈ ❙❚❊❘❊❖ ❲■❚❍❖❯❚ ❉❊▼❖❙❆■❈■◆●

▲❡t ✉s ♥♦✇ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♦✉r ❘●❇ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ st❡r❡♦ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ r❡❧✐❡s ♦♥ ❘❆❲ ✐♥♣✉ts ✇✐t❤♦✉t ❞❡♠♦s❛✐❝✐♥❣✳ ❆s
✇❡ s❤❛❧❧ s❡❡✱ ❛✈♦✐❞✐♥❣ ❞❡♠♦s❛✐❝✐♥❣ ②✐❡❧❞s ❛ ♠✉❝❤ s✐♠♣❧❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❘●❇ ❛❧❜❡❞♦ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦r♠❛❧s✱
✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❡①✐st✐♥❣ ✇♦r❦s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✳

■♥ ♦r❞❡r ❢♦r ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧ ✭✶✮ t♦ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ✐♠❛❣❡s✱ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ r❡s♣♦♥s❡ s❤♦✉❧❞
❜❡ ❛s ❧✐♥❡❛r ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ■♥ t❤✐s ✈✐❡✇✱ ❛❧❧ ✉♥❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s
t❤❛t ❤❛r❞✇❛r❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❡①♣♦s✉r❡✱ ✇❤✐t❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❛♥❞ ❣❛♠♠❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐s❛❜❧❡❞✳
❈♦♥✈❡rs✐♦♥ ❢r♦♠ ❘❆❲ ❞❛t❛ t♦ ❏P❊● ✐♠❛❣❡s s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞✱ s✐♥❝❡ ❘❆❲ ✐♠❛❣❡s ✉s✉❛❧❧② ❤❛✈❡ ❛ ❜❡tt❡r
❞❡♣t❤ ✭♦✉r ❘❆❲ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❝♦❞❡❞ ♦♥ ✶✷ ❜✐ts✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❛r❣✉❡ t❤❛t ❞❡♠♦s❛✐❝✐♥❣ t❤❡ ❘❆❲ ❞❛t❛ s❤♦✉❧❞ ♥♦t
❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✱ s✐♥❝❡ t❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❤❛❧❧✉❝✐♥❛t✐♥❣ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ❜② ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts r❡❣✐st❡r❡❞
❜② t❤❡ s❡♥s♦r✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❡❧❛❜♦r❛t❡ ❞❡♠♦s❛✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❞♦ ❡①✐st✱ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ✐t ✐s ♠♦r❡ ❥✉st✐✜❡❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ t❤❡ s❡♥s♦r ❛s t❤❡② ❛r❡✱ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❦✐♥❞ ♦❢ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♠✐❣❤t ❜r❡❛❦ t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡
r❡s♣♦♥s❡✳



❍❡♥❝❡✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ✐♥ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ (u, v)✱ ❛ tr✐♣❧❡t ♦❢ ❘●❇ ✈❛❧✉❡s ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ✇❡ r❛t❤❡r ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❛t ❛ s✐♥❣❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ②❡t t❤✐s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ♦♥❡ s♣❡❝✐✜❝
❝♦❧♦r ❝❤❛♥♥❡❧✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❇❛②❡r ♠❛tr✐①✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❛❞❞ ❛ s♣❛❝❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝②
t♦ t❤❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦rs✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r si ✐s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❝♦❧♦r ❝❤❛♥♥❡❧✱ ❛♥❞
s✐♥❝❡ ✐ts ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✈❛r✐❡s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ✐s ❞✐✛✉s❡ ✭❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✮✳ ❚❤✐s ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧✿

Iiu,v = ρu,vnu,v · s
i
u,v, i ∈ [1,m] ✭✸✮

◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ♥❡✇ ❝♦❧♦r P❙ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♥♦r♠❛❧s✿ ✐❢ t❤❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥
✈❡❝t♦r ✜❡❧❞s siu,v ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✹✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ st❡r❡♦ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ r❡❝♦✈❡r
t❤❡ ❛❧❜❡❞♦ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✐♥ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧✳ ❚❤✐s ②✐❡❧❞s ❛ ♠✉❝❤ s✐♠♣❧❡r ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❡①✐st✐♥❣
❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡ ✉♥♠✐①✐♥❣ ❝♦❧♦r ❛♥❞ s❤❛♣❡✼ ♦r r❡s♦rt✐♥❣ t♦ ✐♠❛❣❡ r❛t✐♦s✳✾

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳ P❤♦t♦♠❡tr✐❝ st❡r❡♦ ✇✐t❤♦✉t ❞❡♠♦s❛✐❝✐♥❣✳ ✭❛✮ ❈❧♦s❡✲✉♣ ♦♥ ❛ 50 × 50 ♣❛rt ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ ♦✉r ✐♥♣✉t ❘❆❲ ✐♠❛❣❡s
✭r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❘●❇ ❢♦r ❜❡tt❡r ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥✮✳ ❲❡ s✉❣❣❡st t♦ ✉s❡ s✉❝❤ ♥♦♥✲❞❡♠♦s❛✐❝❡❞ ✐♥♣✉ts ❛s ❞❛t❛ ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ ✭❜✮ ❛
❇❛②❡r✲❧✐❦❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❜❡❞♦ ✭✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❘●❇ ❛❧❜❡❞♦✮ ❛♥❞ ✭❝✮ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡
♥♦r♠❛❧ ✐♥ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧✳ ❇② ❛✈♦✐❞✐♥❣ ❞❡♠♦s❛✐❝✐♥❣✱ ✇❡ ❛✈♦✐❞ ❛♥② ✉♥❝♦♥tr♦❧❧❡❞ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ s❡♥s♦r✱
❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ r❡❝♦✈❡r② ♦❢ ♠✐❝r♦❣❡♦♠❡tr② str✉❝t✉r❡s✱ s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✺✳

❊✈❡♥t✉❛❧❧②✱ ✐❢ ❛♥ ❘●❇ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❜❡❞♦ ✐s r❡q✉✐r❡❞✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❛♣♣❧② ❛ ❞❡♠♦s❛✐❝✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠
t♦ t❤❡ ❇❛②❡r✲❧✐❦❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ρ✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ♠♦st❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✐♥ r❡❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ s❤❛♣❡✱ ✇❡
❛♣♣❧② ❛ s✐♠♣❧❡ ❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✳ ❲❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t ♥♦ ❞❡♠♦s❛✐❝✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ♠❛♣ ✐s
r❡q✉✐r❡❞✿ ✐ts ❞✐r❡❝t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❇❛②❡r ♠❛tr✐① ❛❧r❡❛❞② ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❞❡♥s❡ ♠❛♣ ✇✐t❤♦✉t ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✳

❆s ❛ ✜♥❛❧ st❛❣❡ ✐♥ ♦✉r ♣✐♣❡❧✐♥❡✱ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧s ✐♥t♦ ❛ ❞❡♣t❤ ♠❛♣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❚♦
t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ❉❈❚ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❙✐♠❝❤♦♥② ❡t ❛❧✳✶✹ t♦ t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
♥♦r♠❛❧ ✜❡❧❞ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥✳✹ ❚❤✐s ②✐❡❧❞s ❛♥ ✉♣✲t♦✲s❝❛❧❡ ❞❡♣t❤ ♠❛♣✱ ❛♥❞ ✇❡ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ s❝❛❧❡ ❢r♦♠
t❤❡ ♠❡❛♥ ❝❛♠❡r❛✲t♦✲s✉r❢❛❝❡ ❞✐st❛♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ✇❤✐❧❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧② ❝❛❧✐❜r❛t✐♥❣ t❤❡ ❝❛♠❡r❛✳

✹✳ ❙❆▼P▲■◆● ❚❍❊ ■▲▲❯▼■◆❆❚■❖◆ ❉■❘❊❈❚■❖◆❙ ❆◆❉ ■◆❚❊◆❙■❚■❊❙

❲❡ ♥♦✇ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✇❛② t♦ s❛♠♣❧❡ t❤❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ✐✳❡✳✱ t❤❡ m ✈❡❝t♦rs s
i
u,v

❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ ✭✸✮✱ ✐♥ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ (u, v)✳

❚♦ t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✐♥✈❡rt t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭✸✮ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ siu,v ✈❡❝t♦r✱ ✐♥ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ (u, v)
❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ i✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❢♦r ❡❛❝❤ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥✱ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥
♦❜❥❡❝t ✇✐t❤ ❦♥♦✇♥ ❛❧❜❡❞♦ ρu,v ❛♥❞ ❦♥♦✇♥ ♥♦r♠❛❧s nu,v✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ s✐♥❝❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ♥♦r♠❛❧ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❡❛❝❤
♣✐①❡❧✱ s♦❧✈✐♥❣ ✭✸✮ ✐s ❛♥ ✉♥❞❡r✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❊♥s✉r✐♥❣ ❛ ❝♦rr❡❝t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r siu,v
✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ t♦ ✉s❡ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ▲❛♠❜❡rt✐❛♥ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❜❥❡❝ts ✇❤♦s❡ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❝♦❧♦r ❛r❡ ❦♥♦✇♥✱ t♦ ♣✐❝t✉r❡ ❡❛❝❤
❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t ✉♥❞❡r ❡❛❝❤ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② t♦ ✐♥✈❡rt t❤❡ ▲❛♠❜❡rt✐❛♥ ♠♦❞❡❧✳ ❨❡t✱ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡
✇♦✉❧❞ ❜❡ ✈❡r② t✐♠❡✲❝♦♥s✉♠✐♥❣✳



■♥st❡❛❞✱ ✇❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛ s✐♠♣❧❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ ❛♥
❛rr❛② ♦❢ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡s ♠❛❝❤✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ❞✐✛✉s❡ ✇❤✐t❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t
t❤✐s ✏✇❤✐t❡✑ ❝♦❧♦r ❤❛s ❛❧❜❡❞♦ ❡q✉❛❧ t♦ ✶ ✇✳r✳t✳ ❛❧❧ t❤r❡❡ ❝♦❧♦r ❝❤❛♥♥❡❧s✱ t❤❛t ✐s t♦ s❛② ρu,v ≡ ρ = 1✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s
t❤❛t ❛♥② ❝♦❧♦r ✇✐❧❧ t❤❡♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ✏✇❤✐t❡ ❝♦❧♦r✑ ❛s r❡❢❡r❡♥❝❡✳

❚❤❡♥✱ ✇❡ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ✷❉ ❣r✐❞ ✐♥t♦ ✸✵ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ♣❛rts Ωj , j ∈ [1, 30]✳ ■♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ♣❛rts✱ ✉♣
t♦ s❡✈❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦r♠❛❧s ✭t❤❡ ❢r♦♥t♦✲♣❛r❛❧❧❡❧ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ♣❛rt ❛♥❞ s✐① s❧♦♣❡❞ ❢❛❝❡s✮✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❝♦❧♦r ✐♠❛❣❡ ✈❛❧✉❡s✱ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ♣❛rts ❛r❡ s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ s♦ t❤❛t t❤❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ ❧♦❝❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ✉♥✐❢♦r♠ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝♦❧♦r ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧ ⋆ ∈ {R,G,B}✱ ❡❛❝❤
✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ i ∈ [1,m]✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ♣❛rt Ωj ✱ ✇❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ s

i,⋆

u
j

0
,v

j

0

✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♣✐①❡❧

(uj
0
, vj

0
) ♦❢ Ωj ❜② s♦❧✈✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❧❡❛st✲sq✉❛r❡s s❡♥s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s②st❡♠ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s✿

nu,v · s
i,⋆

u
j

0
,v

j

0

= Iiu,v, (u, v) ∈ Ωj,⋆ ✭✹✮

✇❤❡r❡ Ωj,⋆ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♣✐①❡❧s ✐♥ Ωj ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ⋆ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳

❚❤✐s ❣✐✈❡s ✉s ❛ s♣❛rs❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝♦❧♦r ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ s❝❛tt❡r❡❞ ❞❛t❛ ✐s
❢✉rt❤❡r ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ❛♥❞ ❡①tr❛♣♦❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❣r✐❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❜✐❤❛r♠♦♥✐❝ s♣❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤r❡❡
C2✲s♠♦♦t❤ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞s ♣❡r ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ t❤r❡❡ ✜❡❧❞s s

i,⋆
u,v, (u, v) ∈ Ω✱ ❛r❡ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥t♦ ❛

s✐♥❣❧❡ ♦♥❡ s
i
u,v✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❇❛②❡r ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❛s ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡s✳ ❇② r❡♣❡❛t✐♥❣ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❡❛❝❤

✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✈❡❝t♦rs siu,v ✇❤✐❝❤ ❛r✐s❡ ✐♥ ♠♦❞❡❧ ✭✸✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ✸❉✲r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳

▲❡t ✉s ♥♦t❡ ❢♦r ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss t❤❛t ❛ s✐♠✐❧❛r ✐❞❡❛ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❏♦❤♥s♦♥ ❡t ❛❧✳✱✺ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ ❛
s♣❤❡r✐❝❛❧ ❤❛r♠♦♥✐❝s ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ t❤❛t ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ✢❛t✜❡❧❞✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✶✷

❛✐♠✐♥❣ ❛t s❛♠♣❧✐♥❣ ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡✐r ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳

✺✳ ❊▼P■❘■❈❆▲ ❊❱❆▲❯❆❚■❖◆

▲❡t ✉s ♥♦✇ s❤♦✇ ♦♥ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❡①❛♠♣❧❡s t❤❛t ♦✉r ❞❡✈✐❝❡ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ r❡❝♦✈❡r✐♥❣ ✈❡r② t❤✐♥ str✉❝t✉r❡s ❢♦r ❛ ✇✐❞❡
✈❛r✐❡t② ♦❢ s✉r❢❛❝❡s✳

❲❡ ✜rst s❤♦✇ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✲❝ t❤❡ ✸❉✲r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✶✵ ❡✉r♦s ❜❛♥❦♥♦t❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✶✳ ❚❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t
s❤♦✇s ✉s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ st❡r❡♦ ❢♦r s✉r❢❛❝❡ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❛s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✈❡r✐❢②✐♥❣ t❤❡
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐♥ str✉❝t✉r❡s ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ r❡❛❧ ❜❛♥❦♥♦t❡s✳

❚❤❡♥✱ ✇❡ s❤♦✇ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛❧❜❡❞♦ ♠❛♣s ❛♥❞ ✸❉✲r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♦❢ t✇♦ ♠❡t❛❧❧✐❝ ❡✉r♦ ❝♦✐♥s✳
❖❜✈✐♦✉s❧②✱ ♠❡t❛❧❧✐❝ s✉r❢❛❝❡s ❞♦ ♥♦t ❤♦❧❞ t❤❡ ▲❛♠❜❡rt✐❛♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✉♣♦♥ ✇❤✐❝❤ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡❧✐❡s✳ ◆❡✈❡r✲
t❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛❧❜❡❞♦ ♠❛♣s r❡♠❛✐♥ s❛t✐s❢❛❝t♦r② ✭❛❧t❤♦✉❣❤ ❛❧❜❡❞♦ ✐s ❝❧❡❛r❧② ♦✈❡r✲❡st✐♠❛t❡❞ ❛r♦✉♥❞ s❤❛r♣
str✉❝t✉r❡s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ str♦♥❣ ✐♥t❡r✲r❡✢❡❝t✐♦♥ ❡✛❡❝ts✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❤❛❞❡❞ ❞❡♣t❤ ♠❛♣s ♥✐❝❡❧② r❡✈❡❛❧ s♠❛❧❧ ✐♠♣❛❝ts ♦♥
t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✐♥s ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ❞✉❡ t♦ ✉s✉r② ✭❡✳❣✳ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✏♥✑ ❛♥❞ t❤❡ ✏t✑ ♦❢ t❤❡ ❈❡r✈❛♥t❡s ♣♦rtr❛✐t✮
♦r ♠❛② ❜❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❡♥❣r❛✈✐♥❣ ✭❡✳❣✳ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❝❤❡❡❦ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✮✳

❊✈❡♥t✉❛❧❧②✱ t♦ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ❛ss❡ss t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ✸❉✲r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✇❡ s❤♦✇ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺ t❤❡
r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠❛❝❤✐♥❡❞ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ✸❉✲♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ s❡♥t t♦ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❜❡✐♥❣ ❦♥♦✇♥✱ ✇❡
❝❛♥ ♠❛t❝❤ ♦✉r ✸❉✲r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐t ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❝❧♦✉❞✲t♦✲♠❡s❤ ✭❈✷▼✮ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤
s✉r❢❛❝❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t 99% ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣♦✐♥ts ❤❛✈❡ ❛ ✸❉✲r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦r ❜❡❧♦✇ 0.1 mm✱ ❛♥❞
t❤❛t t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ✐s ❛r♦✉♥❞ 20 µm✳ ❆ ❝❧♦s❡r ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦rs s❤♦✇s
t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤ ❡rr♦rs ❛r❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❛r♦✉♥❞ s❤❛r♣ ❝♦r♥❡rs✿ t❤✐s ✐s ♣r♦❜❛❜❧② ❞✉❡ t♦ ✐♥t❡r✲r❡✢❡❝t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ❛♥❞ t♦ t❤❡
❢❛❝t t❤❛t ✇❡ ✉s❡❞ ❧❡❛st✲sq✉❛r❡s ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧s✱✶✹ ✇❤✐❝❤ t❡♥❞s t♦ s♠♦♦t❤ t❤❡ ✸❉✲r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱✹ ❜✉t
♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ✐t ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✐ts❡❧❢✳ ❍❡♥❝❡✱ ♦✉r ♦✈❡r❛❧❧ ❡rr♦r ✐s ♣r♦❜❛❜❧②
❡✈❡♥ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❛t ♠❡❛s✉r❡❞✳



❋✐❣✉r❡ ✹✳ ✸❉✲r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♦❢ t✇♦ ♠❡t❛❧❧✐❝ ❝♦✐♥s✳ ❋r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✿ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ m = 15 ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡s✱ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛❧❜❡❞♦
❛♥❞ ✸❉✲r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❋✐rst r♦✇✿ ■t❛❧✐❛♥ ✶ ❡✉r♦ ❝♦✐♥✳ ❙❡❝♦♥❞ r♦✇✿ ❙♣❛♥✐s❤ ✺✵ ❝❡♥ts ❝♦✐♥✳

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✸❉✲r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ ♠❛❝❤✐♥❡❞ s✉r❢❛❝❡✳ ✭❛✮ ❖✉r ✸❉✲r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s
♠❛t❝❤❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✸❉✲♠♦❞❡❧✳ ✭❜✮ ❈❧♦s❡✲✉♣ ♦♥ t❤❡ ♠❛t❝❤❡❞ s❤❛♣❡s✳ ✭❝✮ ❍✐st♦❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❈✷▼ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
❜♦t❤ s✉r❢❛❝❡s ✭✐♥ mm✮✿ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ✈❛❧✉❡ ✐s ❛r♦✉♥❞ 20 µm✳ ✭❞✮ ❙♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✸❉✲r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦rs✳



✻✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆ ❆◆❉ P❊❘❙P❊❈❚■❱❊❙

❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ st❡r❡♦ ❢♦r ♠✐❝r♦❣❡♦♠❡tr② ❝❛♣t✉r❡✱ ✇❤✐❧❡ r❡❧②✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ st❛♥❞❛r❞
❡q✉✐♣♠❡♥t s✉❝❤ ❛s ❛ ❞✐❣✐t❛❧ ❝❛♠❡r❛ ❛♥❞ ▲❊❉s✳ ❯♥❧✐❦❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ r❡s♦rt t♦ ❛♥② ❝❤❡♠✐❝❛❧
♣r♦❝❡ss ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥❢♦r❝❡ t❤❡ ▲❛♠❜❡rt✐❛♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤✐s ✐s ♠❛❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜② ❛ ✇❡❧❧✲❡♥❣✐♥❡❡r❡❞
❞❡✈✐❝❡ ✇❤✐❝❤ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡s t❤❡ s❝❡♥❡ ✇✐t❤ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ ❞✐✛✉s❡ ❧✐❣❤t✱ ❛♥❞ ❜② ❞✐r❡❝t❧② ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ st❡r❡♦
♣r♦❜❧❡♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❘❆❲✱ ♥♦♥✲❞❡♠♦s❛✐❝❡❞ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤✐s ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ s✐♠♣❧✐✜❡s t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘●❇ ❛❧❜❡❞♦
✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❝♦❧♦r ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ st❡r❡♦ ♠♦❞❡❧s✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t ❛ ❞❡♥s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t
❧✉♠✐♥♦✉s ✢✉① ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ■♥ t❤✐s ✈✐❡✇✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r s❛♠♣❧✐♥❣ t❤❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥
✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❛♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♣❧❛♥❡✱ ✇❤✐❧❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♠❡t❤♦❞s ♦♥❧② s❛♠♣❧❡ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s✳

◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♦✉r ♠♦❞❡❧ r❡♠❛✐♥s ✈❛❧✐❞ ♦♥❧② ❢♦r s❤❛♣❡s ✇✐t❤ ❧✐♠✐t❡❞ s❧♦♣❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇✐t❤ st❡❡♣❡st s✉r❢❛❝❡s✱
✐♥t❡r✲r❡✢❡❝t✐♦♥s✱ s❤❛❞♦✇s ♦r ♣❡♥✉♠❜r❛ ✇✐❧❧ ♦❝❝✉r✳ ❆s ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✱ ✇❡ ♣❧❛♥ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ ♦✉r
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