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あらまし マルコフ確率場エネルギーの最小化問題は一般には NP困難であるが，1階 2値エネルギーの場合，劣モ
ジュラならグラフカットにより大域最小化でき，また非劣モジュラでも大域最小解を部分的に得られる QPBOアルゴ
リズムが存在する．本稿では，この QPBOアルゴリズムの多値版を与える．これにより，劣モジュラでないものを含
め，ラベル集合が線形順序を持つ 1階多値エネルギーについて大域最小解がとり得るラベルの範囲を各画素で与える
部分的最小化が，繰り返しによらずに可能になる．そのために，理論的基礎であるルーフ双対性の概念を一般化し，

またQPBOアルゴリズムを可能にする持続性という性質が多値の場合にも高階のときを含めて維持されることを示す．
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1. は じ め に
エネルギー最小化は領域分割，ノイズ除去，ステレオ

などの多種の問題において画像処理やコンピュータビ

ジョンにおける標準的な手法となった．中でも最も一般

的になったグラフカットは，最小切断アルゴリズムによ

る 1階 2値劣モジュラエネルギーの大域最小化を基本に，
より困難なエネルギー最小化を目指して活発に研究され

ている．

特に，(I)非劣モジュラ，(II)多値，(III)高階のいずれ
かの性質を持つエネルギーの最小化のために様々な工夫

がされてきた．例えば，α-β 交換や α拡張などの移動ア

ルゴリズム [3]は，(I)と (II)の問題に挑戦し，1階 2値
劣モジュラエネルギーを繰り返し最小化することにより，

非劣モジュラな多値エネルギーの近似最小化を可能にし

た．その他にも，上記各方向に次のような進展があった．

(I) QPBO アルゴリズムにより，多くの非劣モジ
ュラ 1 階 2 値エネルギーの最小化が可能であ
る [1], [2], [7], [14]．

(II) 線形順序を持つラベル集合の場合にはエネル

ギーが凸（劣モジュラ）であれば大域最小化でき

る [9], [15], [16]．

(III) 2 値高階エネルギーは 1 階に変換でき，また
繰り返しにより多値の近似最小化も可能であ

る [4], [6], [8], [10], [11]．

本稿では QPBOアルゴリズムの多値版を与え，移動
アルゴリズムのような繰り返しによらないで (I)(II)の方
向に進展させ，劣モジュラでない多値エネルギーを最小

化するアルゴリズムを実現する．また理論的結果は高階

エネルギーの場合 (III)にも同様に適用可能である．
そのために，QPBO アルゴリズムの理論的基礎であ
るルーフ双対性の概念を 3元以上のラベル集合が線形
順序を持つ場合に拡張する．ルーフ双対性は最近，Kol-
mogorov [13]および Kahlと Strandmark [11] により高階
2値の場合，つまり (III)の方向に拡張されたが，ここで
は非繰り返し多値最小化アルゴリズム [9], [15], [16]を使
うことにより (II)の方向に拡張する．これを基礎に，2
値の場合と同様に，与えられたエネルギーの最小値の下

界を最小値として与える劣モジュラ関数（劣モジュラ緩

和関数）を構成し，それを代わりに最小化する．

本稿の貢献は，(1)ルーフ双対性を多値の場合に一般
化し，2値の場合に知られるルーフ双対の持続性 (persis-
tency)という性質が，線形順序を持つ多値の場合にも任
意階で成り立つことを示すことと，(2)さらに 1階の場
合にはこの劣モジュラ緩和関数のうち最小値が最大のも

の（最適劣モジュラ緩和関数）が具体的に構成できるこ

とを示し，それにより劣モジュラでない多値エネルギー

を部分的に最小化するQPBOの多値版ともいうべきアル
ゴリズムを与えることである．

本稿の主要結果の一つである持続性定理（定理 1）の
意味を説明する例を図 1に示す．与えられたエネルギー
が最小化の困難な非劣モジュラ関数であっても，持続性

は少なくとも１つの大域最小解が各画素でとる値の範囲

という形で情報を与える．2値の場合の QPBOアルゴリ
ズムは各画素にラベルを与えるか与えないかであり，与

えなければその画素について何の情報も得られないのと

対照的に，多値の場合には，大域最小解の存在する範囲

を狭めて探索空間をより限定することができる．
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図 1 非劣モジュラエネルギーの最小化

ここで対象とするのは一般には NP困難な形のエネルギーなので，当然全ての場合に最小化できることは望めないが，本稿のアル
ゴリズムは大域最小解がとるラベルの可能な範囲を与える．その幅によって，最小化がどの程度成功しているかも評価可能であ

る．(a)はその様子を図式的に示したものである．円柱内を上下できる赤い球が大域最小解，円柱の青い部分がアルゴリズムの与
えるラベルの範囲を表し，青い部分が短いほど大域最小解に迫ることができる．(b)-(e)は，非劣モジュラエネルギー (19)を最小化
したノイズ除去の例である．(b)は元画像， (c)はそれに σ = 0.2のガウシアンノイズを加えた画像で， (d)はアルゴリズムが与え
る大域最小解が各画素でとる範囲の下限，(e)は上限である．この例の場合，各色チャンネル 40階調中，各画素で与えられる範囲
の幅の平均は 1.2であり，下限と上限の画像は同じに見える．つまり，元の非劣モジュラエネルギーの大域最小解に非常に近い解
が見つかっていることがわかる．

本稿は以下，次のように構成される．次節では，多値

エネルギーに一般化したルーフ双対を定義する．第 3節
では，本稿の主要結果である多値ルーフ双対の持続性を

証明する．第 4節では，1階の場合について，与えられ
たエネルギーの劣モジュラな最大下界エネルギーを与え

るアルゴリズムを与える．第 5節では，ノイズ除去を例
に，一般化ルーフ双対アルゴリズムの有効性を実験的に

確かめる．

2. ルーフ双対の多値への一般化
本節ではまず多値に一般化したルーフ双対を定義し，

その簡単な性質を証明する．

2. 1 線形順序ラベル集合
本稿では線形順序を持つラベル集合に値をとる変数を

扱う．そのようなラベル集合はここでの目的のためには

整数の集合

L = {0, . . . , ℓ− 1}

と順序を含めて同一視することができる．ラベル x ∈ L
について，2値の時の否定に対応する演算子を

x = ℓ− (x+ 1).

で定義する．ラベル値のベクトル x = (x1, . . . , xn) ∈
Ln についても，演算 · ,+,−,min,max は例えば x =

(x1, . . . , xn)のように成分毎に作用することとする．

2. 2 多値最小化問題と劣モジュラ緩和
本稿における多値最小化問題とは，Lに値をとる n個

の変数の実数値関数 f : Ln → Rを最小化する問題である:

min
x∈Ln

f(x).

一般の f についてのこの最小化問題は 2値 (ℓ = 2)の場

合でさえ NP困難である．そこで f の値の下界を与える

2n変数の劣モジュラ関数を最小化することを考える（劣

モジュラ性の定義はすぐ下で与える）:

min
(x,y)∈L2n

g(x,y).

ただし g : L2n → Rは次の条件を満たす．

∀x ∈ Ln : g(x,x) = f(x), (1)

gは劣モジュラ, (2)

∀(x,y) ∈ L2n : g(x,y) = g(y,x)（対称性） (3)



条件 (1)によって，f のとり得る値は gもとり得るので，

min
(x,y)∈L2n

g(x,y) <= min
x∈Ln

f(x)

より g の最小値は f のとり得る値の下界となる．また，

劣モジュラ条件 (2)のため，gは大域最小化をすることが

できる．このような gを f の劣モジュラ緩和と呼ぶ．通
常，劣モジュラ性はラベルが 2値の擬ブール関数につい
て定義されるが，ここでその定義を線形順序を持つ多値

のラベル集合の場合に拡張する．

定義 1. 線形順序を持つ有限集合 L = {0, . . . , ℓ − 1} に
ついて，関数 θ : L × L → Rが劣モジュラであるとは，
x1 < x2, y1 < y2 である任意の x1, x2, y1, y2 ∈ Lについて
次の不等式を満たすことである．

θ(x1, y1) + θ(x2, y2) <= θ(x1, y2) + θ(x2, y1)

定義 2. 関数 g : Ln → Rとベクトル z ∈ Ln について，g

の ij 成分 (i, j ∈ {1, . . . , n}, i < j)への射影とは，関数

g[i,j,z](x, y) =

g(z1, . . . , zi−1, x, zi+1, . . . , zj−1, y, zj+1. . . . , zn)

のことである．関数 g が劣モジュラであるとは，全て

の i, j ∈ {1, . . . , n}, i < j と全ての z ∈ Ln について射影
g[i,j,z](x, y)が劣モジュラであることである．

この定義は ℓ = 2のときは通常の擬ブール関数の劣モ

ジュラ性の定義と一致する．また，この定義は Flachと
Schlesinger [5]による劣凸性 (subconvexity)の定義と同じ
だが，擬ブール最適化との関連を強調するため，ここで

は劣モジュラと呼ぶことにする．

2. 3 一般化ルーフ双対
対称性条件 (3)により，後に説明するように持続性が

証明できる．この持続性により，gの最小解から f の最

小解についての情報を得ることができる．

与えられた f について，これら 3条件を満たす gは一

般に無限個存在する．ただし gの最小値が f の最小値の

下界であるから，最小値が最大であるような gを見つけ

ることが望ましい:

max
g

min
(x,y)∈L2n

g(x,y)

ただし gは (1)-(3)を満たす．
(4)

この (4)の最適解を f の一般化ルーフ双対と呼ぶ．これ
は Kahlと Strandmark [11]による一般化ルーフ双対のさ
らなる一般化である．次節では，このようにルーフ双対

を多値変数の場合に拡張しても，2値の時に成り立つ持
続性が維持されることを示す．

その前に，対称性条件 (3)を加えたことで劣モジュラ
緩和関数の最小値の最大値は変わっていないことを示し

ておく．

命題 1. 関数 f : Ln → Rについて最適化問題

max
g

min
(x,y)∈L2n

g(x,y)

ただし ∀x ∈ Ln : g(x,x) = f(x),

gは劣モジュラ．

(5)

の最適解には対称なものが存在する．つまり ∀x,y ∈ Ln :

g(x,y) = g(y,x)を満たす最適解 g : L2n → Rが存在する．

（証明）関数 g : L2n → Rの対称部分と反対称部分を

gsym(x,y) =
1

2
(g(x,y) + g(y,x)),

gasym(x,y) =
1

2
(g(x,y)− g(y,x))

で定義すると，gは次のように分解できる．

g(x,y) = gsym(x,y) + gasym(x,y)

gsymは対称だから，もし gが (5)の最適解ならば gsymも

最適解であることを示せばよい．まず gの最小値を

l = min
(x,y)∈L2n

g(x,y)

とすると

gsym(x,y) + gasym(x,y) = g(x,y) >= l,

gsym(x,y)− gasym(x,y) = g(y,x) >= l

だから，これらを加えて:

2gsym(x,y) >= 2l .

つまり，gsym の最小値は gの最小値以上であり，gが最

適解であるという仮定から，もし拘束条件を満たせば

gsym も最適化問題 (5)の最適解である．
まず，∀x ∈ Ln : g(x,x) = f(x)という拘束条件は

gsym(x,x)=
1

2

(
g(x,x) + g

(
x,x

))
= g(x,x) = f(x)

で示される．

最後に gsym が劣モジュラであることを示すため，

i, j ∈ {1, . . . , 2n}, i < j と (z, z′) ∈ L2n を固定し，i′ =

(i+ n) mod 2nおよび j′ = (j + n) mod 2nと定義すると，

gsym の i, j, (z, z′)への射影は

gsym[i,j,(z,z′)](x, y)=
1

2

(
g[i,j,(z,z′)](x, y)+g[i′,j′,(z′,z)](x, y)

)
と書けるが，gが劣モジュラだから x1 < x2, y1 < y2を満

たす任意の x1, x2, y1, y2 ∈ Lについて

g[i,j,(z,z′)](x1, y1) + g[i,j,(z,z′)](x2, y2)

<= g[i,j,(z,z′)](x2, y1) + g[i,j,(z,z′)](x1, y2)

g[i′,j′,(z′,z)](x1, y1) + g[i′,j′,(z′,z)](x2, y2)

<= g[i′,j′,(z′,z)](x2, y1) + g[i′,j′,(z′,z)](x1, y2)

が成り立つ．これらを加えると gsym の劣モジュラ条件

が得られる．



3. 持 続 性
本節では，条件 (1)-(3)を満たす gの大域最小解から f

の大域最小解についての情報を得ることができることを

示す．この性質を持続性と呼ぶ．

3. 1 双劣モジュラ性
まず Sn ⊂ L2n を次式で定義する．

Sn =
{
(x,y) ∈ L2n

∣∣∣ ∀i ∈ {1, . . . , n} : xi + yi < ℓ, xi <= yi

}
命題 2 ( [5] Lemma 1). g : Ln → Rが劣モジュラであるこ
とは全ての x,y ∈ Ln で次が成り立つことと同値である．

g(x) + g(y) >= g(min(x,y)) + g(max(x,y)).

命題 3. 任意の劣モジュラ対称関数 g : L2n → Rについて
次式が成り立ち，gを最小化する Sn の点が存在する．

∀x,y ∈ Ln : g(x,y) >= g(min(x,y),min(x,y)).

（証明）任意の (x,y) ∈ L2n について

g(x,y) =
1

2
(g(x,y) + g(y,x))

>=
1

2
(g(min(x,y),min(x,y)) + g(max(x,y),max(x,y)))

=
1

2
(g(min(x,y),min(x,y)) + g(min(x,y),min(x,y)))

= g(min(x,y),min(x,y)).

が成り立つ．この式の 1行目は gの対称性から，また不

等式は命題 2から得られる．その次の行は

max(x, y) = min(x, y)

から，最終行も g の対称性からわかる．最後に

(min(x,y),min(x,y)) ∈ Sn に注意すれば命題が従う．

この命題によって gを最小化する際に Sn 上だけを探
せばよいことがわかる．次の命題 4では Sn に制限され
た gが双劣モジュラであることを示す．
演算子 ⊓,⊔ : S1 × S1 → S1 を次式で定義する．

(x1, y1) ⊓ (x2, y2) = (min(x1, x2),min(y1, y2))

(x1, y1) ⊔ (x2, y2)

= (min(max(x1, x2), y1, y2) ,min(max(y1, y2), x1, x2))

=


(max(x1, x2),max(y1, y2))

(max(x1, x2)+

max(y1, y2) < ℓのとき）

(min(y1, y2),min(x1, x2)) (それ以外のとき)

さらにこの定義を要素毎に拡張して Sn 上で定義する．

定義 3. 関数 g : Sn → Rは，任意の (x1,y1), (x2,y2) ∈ Sn

について次式を満たすとき双劣モジュラであるという．

g(x1,y1) + g(x2,y2)

>= g((x1,y1) ⊓ (x2,y2)) + g((x1,y1) ⊔ (x2,y2))

命題 4. 任意の劣モジュラ対称関数 g : Sn → Rは双劣モ
ジュラである．

（証明）任意の (x1,y1), (x2,y2) ∈ Sn について，

g(x1,y1) + g(x2,y2)

>= g(min(x1,x2),min(y1,y2))+

g(max(x1,x2),max(y1,y2))

>= g(min(x1,x2),min(y1,y2))+

g(min(max(x1,x2),min(y1,y2)),

min(max(y1,y2),min(x1,x2)))

= g((x1,y1) ⊓ (x2,y2)) + g((x1,y1) ⊔ (x2,y2))

が，第 1の不等号は命題 2から，第 2の不等号は命題 3
から従う．

3. 2 上書きと持続性
次に，gの解による f の解の上書きを定義する．

定義 4. x ∈ Ln と (x∗,y∗) ∈ Sn について，xの (x∗,y∗)

による上書き x← (x∗,y∗) ∈ Ln を次式で定義する．

[
x← (x∗,y∗)

]
i
=


x∗i （xi < x∗iのとき）

y∗i （y∗i < xiのとき）

xi （それ以外のとき）

命題 5. xの (x∗,y∗)による上書きを z = x← (x∗,y∗)と

すると，次式が成り立つ:

(z, z) =
(
(x,x) ⊔ (x∗,y∗)

)
⊔ (x∗,y∗).

（証明）まず i ∈ {1, . . . , n}を固定して，上書き演算子の
定義を使うと左辺は

zi = min
(
y∗i ,max

(
x∗i , xi

))
,

zi = max
(
y∗i ,min

(
x∗i , xi

))
である．次に ⊔演算子の定義を使って右辺を展開すると，(
(xi, xi) ⊔ (x∗i , y

∗
i )
)
⊔ (x∗i , y

∗
i )

=
(
min

(
max

(
xi, x

∗
i

)
, xi, y

∗
i

)
,min

(
max

(
xi, y

∗
i

)
, xi, x

∗
i

))
⊔ (x∗i , y

∗
i )

=
(
min

(
xi, y

∗
i

)
,min

(
xi, x

∗
i

))
⊔ (x∗i , y

∗
i )

=

(
min

(
max

(
min

(
xi, y

∗
i

)
, x∗i

)
,min

(
xi, x

∗
i

)
, y∗i

)
,

min

(
max

(
min

(
xi, x

∗
i

)
, y∗i

)
,min

(
xi, y

∗
i

)
, x∗i

))
=

(
min

(
max

(
min

(
xi, y

∗
i

)
, x∗i

)
,max(xi, x

∗
i ), y

∗
i

)
,

min
(
max

(
min

(
xi, x

∗
i

)
, y∗i

)
,max

(
xi, y

∗
i

)
, x∗i

))
=

(
min

(
y∗i ,max

(
x∗i , xi

))
,max

(
y∗i ,min

(
x∗i , xi

)))



以上で本稿の主要結果である持続性を証明する準備が

できた．持続性は「gの大域最小解で任意の解 x ∈ Lnを
上書きしても f の値は大きくならない」ことを言う．

定理 1. 関数 g が (1)-(3) を満たし (x∗,y∗) ∈ Sn が g

の大域最小解であるならば，全ての x ∈ Ln について
f(x) >= f(x← (x∗,y∗))が成り立つ．

（証明）gが双劣モジュラだから任意の x,y ∈ Ln で

g(x,y)+g(x∗,y∗)−g((x,y)⊓(x∗,y∗)) >= g((x,y)⊔(x∗,y∗))

が成り立つ．また (x∗,y∗)が gの最小解であることより

0 >= g(x∗,y∗)− g((x,y) ⊓ (x∗,y∗))

だから，これらの不等式を合わせて

g(x,y) >= g((x,y) ⊔ (x∗,y∗))

を得る．これを 2回使って

f(x) = g(x,x) >= g((x,x) ⊔ (x∗,y∗))

>= g(((x,x) ⊔ (x∗,y∗)) ⊔ (x∗,y∗))

= f(x← (x∗,y∗)).

定理の意味
定理 1 で x に f の大域最小解を入れると，上書き

z = x ← (x∗,y∗) も大域最小解である．z の成分 zi は

x∗i <= zi <= y∗i を満たすから，(x∗,y∗)は各 iについて f の

ある大域最小解が存在する範囲を与える．従って，2値
の QPBOにおけるのと同様に，x∗i = y∗i であるときには

xi = x∗i とすれば大域最小解が得られる．2値の場合と異
なるのは，ラベルの組 x∗i , y

∗
i が x∗i < y∗i の場合でも f の

最小解についての情報を含むことである．このように，

(x∗,y∗)から f の部分的なラベル付けが得られない場合

でも，f の大域最小解を探す範囲をより小さくすること

ができる．何の情報も得られないのは (x∗,y∗) = (0,0)の

場合のみである．

4. 1階の場合
本節では f が 1階の場合には (4)の最適解 g，つまり f

の最適劣モジュラ緩和関数が具体的に求められることを

示す．この gは劣モジュラだから大域最小解を求めるこ

とができ，それから上記のように f のある大域最小解の

ある範囲を限定する情報が得られる．

4. 1 最 適 条 件
任意の 1階関数は

f(x) =
∑
i<j

γij(xi, xj), (6)

の形に書けることに注意する．なぜなら，もし i < j に

ついて γji(xj , xi)の形の項があれば γij(xi, xj)に加えれ

ばよいし，γi(xi)や γi(xi, xi)の形の項は γij(xi, xj)また

は γki(xk, xi)の形の項に加えてしまえばよいからである．

まず対称性条件 (3)を常に満たす gの表現を与える．

命題 6. 任意の 1階対称関数 g : L2n → Rは

g(x,y) =
1

2

∑
i<=j

(
θij(xi, xj) + θij(yi, yj)+

θ′ij(xi, yj) + θ′ij(yi, xj)
) (7)

の形に書くことができる．ここで θ = {θij , θ′ij}i<=j は L2

上の関数の組で，以下では gのパラメータと呼ぶ．

（証明）任意の 1階関数 g(x,y)は

g(x,y) =∑
i<=j

(
χij(xi, xj) + χ′

ij(yi, yj) + χ′′
ij(xi, yj) + χ′′′

ij (yi, xj)
)

の形に書くことができる．すると

g(x,y) + g(y,x) =∑
i<=j

(
χij(xi, xj) + χ′

ij(xi, xj) + χij(yi, yj) + χ′
ij(yi, yj)+

χ′′
ij(xi, yj) + χ′′′

ij (xi, yj) + χ′′
ij(yi, xj) + χ′′′

ij (yi, xj)
)

であり，次のように定義すれば命題を得る．

θij(x, y) = χij(x, y) + χ′
ij(x, y),

θ′ij(x, y) = χ′′
ij(x, y) + χ′′′

ij (x, y).

さて，f が (6)の形で与えられているとして（i < j で

ない i, jについては γij(x, y) = 0とする）これを (7)より
得られる次式と比較する．

g(x,x) =
∑
i<=j

(
θij(xi, xj) + θ′ij(xi, xj)

)
命題 7. もし gが f(x) = g(x,x)を満たすならば gのパラ

メータ θ = {θij , θ′ij}i<=j で次式を満たすものがある．

∀i <= j : γij(x, y) = θij(x, y) + θ′ij(x, y). (8)

（証明）θ̄ = {θ̄ij , θ̄′ij}i<=j を gのパラメータとして

ηij(x, y) = θ̄ij(x, y) + θ̄′ij(x, y)− γij(x, y)

と定義すると，f(x) = g(x,x) より任意の x ∈ Ln につ
いて

h(x) =
∑
i<=j

ηij(xi, xj) = 0 (9)

が成り立つ．ゆえに θを

θij(x, y) = θ̄ij(x, y)− ηij(x, y), θ′ij(x, y) = θ̄′ij(x, y)

と定義すれば (8)を満たし，(7), (9)より θは gのパラメー

タである．

以下，x1 < x2, y1 < y2 を満たす x1, x2, y1, y2 ∈ L の
組 (x1, x2, y1, y2)をブロックと呼ぶことにして，全ての

ブロックの集合を B で表す．ブロックは L × L の中で
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図 2 非劣モジュラな平滑化項とその最適劣モジュラ緩和関数．

非劣モジュラな平滑化項 γij(xi, xj) = min(|xi − xj |, 10)とそれから §4. 2で述べた構成法により得られる θij(xi, xj), θ
′
ij(xi, xj)．

(x1, y1), (x2, y2) を対角線とする長方形を指定する．ブ

ロックに対して次の記号を定義する．

αij(x1,x2, y1, y2) =

γij(x1, y1) + γij(x2, y2)− γij(x1, y2)− γij(x2, y1),

α−
ij(x1,x2, y1, y2) = min

(
0, αij(x1, x2, y1, y2)

)
,

βθ
ij(x1,x2, y1, y2) =

θij(x1, y1) + θij(x2, y2)− θij(x1, y2)− θij(x2, y1),

β
′θ
ij (x1,x2, y1, y2) =

θ′ij(x1, y1) + θ′ij(x2, y2)− θ′ij(x1, y2)− θ′ij(x2, y1).

すると，最適化問題 (4)を以下のように書き換えること
ができる．

max
θ

min
x,y∈L2n

g(x,y) (10)

ただしθは gのパラメータで ∀i <= j について

∀x, y ∈ L : γij(x, y) = θij(x, y) + θ′ij(x, y), (11)

∀(x1, x2, y1, y2) ∈ B : 0 >= βθ
ij(x1, x2, y1, y2), (12)

∀(x1, x2, y1, y2) ∈ B : 0 <= β
′θ
ij (x1, x2, y1, y2). (13)

条件 (11)と γii(x, y) = 0より θii(x, y) = −θ′ii(x, y)であり，
従って i = j のときは (12)と (13)は同じ条件である．

定理 2. θが gのパラメータで (11)と

∀(x1, x2, y1, y2) ∈ B :

βθ
ij(x1, x2, y1, y2) =∑

x1<=x<x2

∑
y1<=y<y2

α−
ij(x, x+ 1, y, y + 1)

(14)

を満たすならば，θは (10)の最適解である．

（証明）条件 (11)より

αij(x1, x2, y1, y2) = βθ
ij(x1, x2, y1, y2) + β

′θ
ij (x1, x2, y1, y2)

である．従って条件 (12)と (13)は次と同値である．

∀(x1, x2, y1, y2) ∈ B :

α−
ij(x1, x2, y1, y2) >= βθ

ij(x1, x2, y1, y2).
(15)

また，任意の x1 < x2 < x3, y1 < y2 < y3 について

βθ
ij(x1, x3, y1, y3) =βθ

ij(x1, x2, y1, y2) + βθ
ij(x1, x2, y2, y3)+

βθ
ij(x2, x3, y1, y2) + βθ

ij(x2, x3, y2, y3),

(16)
α−
ij(x1, x3, y1, y3)>=α−

ij(x1, x2, y1, y2) + α−
ij(x1, x2, y2, y3)+

α−
ij(x2, x3, y1, y2) + α−

ij(x2, x3, y2, y3)

が成り立つから，ブロック (x1, x3, y1, y3) についての

条件 α−
ij

>= βθ
ij は 4 分割したブロック (x1, x2, y1, y2),

(x1, x2, y2, y3), (x2, x3, y1, y2), (x2, x3, y2, y3)についての条
件から自動的に導かれる．つまり，より小さいブロック

についての条件の方が厳しい条件である．従って，(15)
は最も小さいブロックについての条件と同値である:

∀x, y ∈ {0, . . . , ℓ− 2} :

α−
ij(x, x+ 1, y, y + 1) >= βθ

ij(x, x+ 1, y, y + 1). (17)

よって (14)より θは (10)の拘束条件を全て満たす．
一方，(16), (17)より

∀(x1, x2, y1, y2) ∈ B :∑
x1<=x<x2

∑
y1<=y<y2

α−
ij(x, x+ 1, y, y + 1) >= βθ

ij(x1, x2, y1, y2)

(18)
も必要である．命題 3により xi < yi, xj < yj と仮定でき

るから，

g(x,y)=
1

2

∑
i<=j

(
βθ
ij(xi, yi, xj , yj) + γij(xi, yj) + γij(yi, xj)

)

は (18)の全ての不等式で等号が成り立つときに最大にな
る．従って，θは最適解である．

4. 2 最適劣モジュラ緩和関数の構成
次に，一般の 1階多値エネルギー f に対して最適な劣

モジュラ緩和関数 gを具体的にどう求めるかを示す．関

数 f が (6)の形で与えられているとして gのパラメータ

θ = {θij , θ′ij}i<=jを定義する．まず各 i <= j, x ∈ Lについて
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図 3 一般化ルーフ双対性によるノイズ除去の例

(a)元画像 (b) σ = 0.2のガウシアンノイズを加えた画像 (c)(d) λ = 3のときの下限と上限 (e)(f) λ = 5のときの下限と上限

θij(x, 0) = θij(0, x) = 0

と定義し，次に x, y ∈ Lについて帰納的に

θij(x, y) = α−
ij(x− 1, x, y − 1, y)

− θij(x− 1, y − 1) + θij(x, y − 1) + θij(x− 1, y)

と θij(x, y)を定義する．最後に θ′ij(x, y)を

θ′ij(x, y) = γij(x, y)− θij(x, y)

と定義する．

このように定義されたパラメータ θ = {θij , θ′ij}i<=j が

(11)と (14)を満たすことは簡単に確かめられる．従って
定理 2より，このパラメータにより (7)で与えられる gは

(4)の最適解であり従って f の一般化ルーフ双対である．

劣モジュラ関数 gはSchlesingerとFlach [16]によるグラフ
カットアルゴリズムで大域最小化できる．この構成は [12]
における QPBO適用後に一致する．つまり定理 2は [12]
の一般化ルーフ双対としての最適性を示したことになる．

図 2 に非劣モジュラ関数 γij(xi, xj) = min(|xi − xj |, 10)
と，その最大劣モジュラ緩和関数を示す．

5. ノイズ除去の例
ここではノイズ除去を例として一般化ルーフ双対アル

ゴリズムの有効性を実験的に確かめる．ノイズ除去問題

を多値MRF問題としてとらえるため，グレースケール
画像を画素の集合 P 上の離散関数 I : P → {0, .., 255}と
考える．ノイズ除去後の画像は与えられた画像 Iに近く，
その一方でノイズが少ないことが望まれる．そこでノイ

ズ除去後の画像は次の 1階多値MRFエネルギーを最小
にすると考える:

f(x) =
∑
p∈P

Dp(x) + λ
∑

pq∈N
Spq(x). (19)

ここで N は画素間の隣接構造，λ > 0 はパラメータ，

Dp, Spq はデータ項と平滑化項である．実験においては 4
方向の隣接構造を使った．データ項Dp(x)は xが Iに近
くなるようにしむけるため

Dp(x) = (I(p)− x(p))2

と定義される．ノイズ除去後の画像は与えられたノイズ

画像よりも滑らかであると仮定し，平滑化項は xの隣接

画素間の値の変化の絶対値の関数として次のように定義

され，大きな変化にペナルティを与える:

Spq(x) = min(|x(p)− x(q)|, T ).

この平滑化項は非劣モジュラである．図 2に平滑化項と
その最適劣モジュラ緩和のグラフを示す．

エネルギー f の最適劣モジュラ緩和 gを構成し，その

大域最小解 (x∗,y∗)を求めると，その値 g(x∗,y∗)は元の

エネルギー f の大域最小値の下界である．これは，エ

ネルギー最小化の成功度合の測定に重要である．例えば

f(z) = g(x∗,y∗)をとる zが見つかれば，それは実際は f

の大域最小解であることがわかる．

さらに，gの大域最小解は大域最小解が各画素でとり

得る値の拘束という形で情報を与える．ノイズ除去の場

合には，この拘束は各画素において大域最小解がとり得

る値の最小値と最大値を与える．

図 1，図 3にノイズ除去の例を示す．
また，図 4に，異なるパラメータ値におけるノイズ除
去の結果を示す．右側の画像は，3つのパラメータ値の
組における，各画素で与えられる範囲の下限と上限の値

の画像である．持続性定理（定理 1）により，元のエネ
ルギーの大域最小解はこれらの下限と上限の間にあるこ

とが保障される．閾値 T = 8と T = 10では，平均の幅

は 22.68と 22.33であったが，T = 12では 1.14に過ぎな

い．図 4の左側のグラフは，パラメータ T, λの値と画素

毎の範囲の幅の平均値の関係を表す．このように，同じ

形のエネルギーであってもパラメータによって最小化で

きる度合いが異なる．

一般には NP困難な形のエネルギーなので当然，全て
の場合に最小化できることは望めないが，このように大

域最小解が各画素においてとるラベルの範囲の幅によっ

て，最小化がどの程度成功しているか評価可能である．



図 4 画像ノイズ除去エネルギー (19)の一般化ルーフ双対の計算
エネルギー (19)において閾値 T を変えながら一般化ルーフ双対を計算してノイズ除去を行った結果を示す．最適劣モジュラ緩和

関数の大域最小解は各画素において元のエネルギーのある大域最小解がとり得るラベルの範囲を与えるが，グラフは異なるパラ

メータ値におけるこの範囲の幅の平均値を表す．幅が小さいほど，エネルギーの大域最小解に近い値を得ることができる．右側の

画像は，3つのパラメータ値の組における，各画素で与えられる範囲の下限と上限の値の画像である．閾値 T = 8と T = 10では，

平均の幅は 22.68と 22.33であったが，T = 12では 1.14に過ぎない．

6. む す び
本稿では 2値エネルギー最小化問題のルーフ双対の概

念を線形順序を持つ多ラベルの場合に一般化し，持続性

が多値の場合にもエネルギーの階数によらず成立するこ

とを示した．この持続性により，少なくとも１つの大域

最小解が各画素においてとるラベルの範囲という形で，

非劣モジュラなエネルギーについても，情報を得ること

ができる．本稿ではまた，1階の場合には与えられたエ
ネルギーの最適劣モジュラ緩和関数を具体的に構成する

ことができることを示し，それにより劣モジュラでない

多値エネルギーを部分的に最小化するQPBOの多値版ア
ルゴリズムを与えた．また，各画素においてアルゴリズ

ムが与える大域最小解のラベルの範囲の幅によって，最

小化がどの程度成功しているかも評価可能である．
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