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3. Lineare Gleichungssysteme

2/ 42

Lineare Gleichungen 3/ 42

Runden und Kondition (Wdh.)

Wenn wir mit FlieBkommazahlen arbeiten, werden Rundungen durchgefiihrt. Jede Rundung kann dargestellt werden als

round(z) = z - (1 4+ &) lez] < em
An dieser Schreibweise sehen wir, wie sich relative Fehler verandern.
Die Kondition eines Problems f: R™ — R™ beschreibt wie relative Fehler verstirkt werden. Wenn n = m =1 und f: R — R differenzierbar ist, gilt
)
fl@) |
Im Allgemeinen haben wir
oo ol Wt ) = f@)]
@) 50 o]
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Parabolische Flugbahn (Beispiel)

Wenn wir Reibungen ignorieren, wird die Flugbahn durch eine Parabel y = f(z) = a- 22 + b - = + ¢ beschrieben.

Wir wollen diese Parabel bestimmen, um Flugweite, Abwurfhéhe und Abwurfwinkel zu bestimmen.
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Parabolische Flugbahn (Beispiel)

Y2
Y1

Yo®

Zo Ty T2

Um die Parabel zu bestimmen, liegen uns Messwerte zu Flughdhe y; und Flugweite x; zu verschiedenen Zeitpunkten zur Verfiigung.

(:L‘o,yo) = (04,072) (:L‘l,yl) = (10, 15) (.132,3/2) = (13, 1755)
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Einfiihrendes Gleichungssystem

Fiir unser konkretes Beispiel bedeutet das

Durch Umformen erhilt man

Das fiihrt zu einem Gleichungssystem in (a, b, c).

a:g-a + x9-b +
ri-a + x1-b +
ry-a + x2-b +

0.16a + 04b + c
1.00e + 1.0b6 + ¢
1.69¢ + 130 + ¢

a + b + 1.000c
b + 3.500c¢
0.675¢

Yo
Y1
Y2

0.720
1.500
1.755

1.5
2.0
0.0
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Einfiihrendes Gleichungssystem

Das Gleichungssystem

a + b + 1.000c = 1.5
b + 3500c = 2.0
0.675¢ = 0.0
fiihrt zu den Ldsungen
c =0 b =2 a=-—0.5
Die Parabel hat also die Form
1 1
flx) = —5:102 + 2z = 51:(4 —x)
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Losung der Probleme

Fiir die Parabel $2(4 — z) gilt nun:

Flugweite Ldse f(z) =0, d.h. weite=4.0
Abwurfhéhe Berechne f(0), d.h. hoehe=0.0
Abwurfwinkel Berechne tan=!(f/(0)), d.h. winkel=atan(2.0) =~ 63.4°
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Gaul}’'sches Eliminationsverfahren

Eine allgemeine Methode zum Ldsen von linearen Gleichungsssystemen geht auf Gaull zuriick:

1. Eliminiere eine Variable nach der anderen.
2. Das fiihrt zu einem dreieckigen Gleichungssystem.
3. Dieses System kann durch Riickwartseinsetzen gelost werden.

Der wesentliche Rechenaufwand besteht darin, das Gleichungssystem in die Dreiecksform zu bringen. Die Elementaroperationen, die dabei benutzt werden,
sind

1. Multiplikation einer Zeile mit einer Zahl ungleich 0.
2. Addieren von zwei Zeilen.
3. Vertauschen von Zeilen oder Spalten.

Um das Gleichungssystem kompakter zu schreiben, benutzen wir Matrizen.
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Matrizen

11 / 42

Matrix-Schreibweise

Anstelle eines Gleichungssystem in der Form von

schreiben wir

Es geht also darum, A -z = y zu l6sen.

0.16a + 0.4b
1.00a + 1.0b
1.69¢ + 1.3b

0.16 04 1
1.00 1.0 1

1.69 13 1

| S ——
A

+ ¢ = 0.720

+ ¢ = 1.500

+ c 1.755
a 0.720
b1 = 10.500
c 1.755

S
T y
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Matrix-Multiplikation (Wdh.)

Gegeben zwei Matrizen A € R™*" und B € R"*", das Matrixprodukt C' := A - B € R™*"™ ist wie folgt definiert:

aip; - aiy

buu -+ by 0 b i o Cin
a1 - Qir |- = Cij

brl bI‘J brn Cml - Cmn
Am1 **° QAmr

mit

IN0019 - Numerisches Programmieren 3. Lineare Gleichungssysteme — 13 / 42

Spezielle Matrix-Multiplikation (Wdh.)

Schreibt man Vektoren 2z € R™ als Spaltenvektoren, d.h. als n x 1-Matrizen, so wird fiir eine m x n-Matrix A € R™ eine lineare Abbildung x — A -z definiert.

Fiir zwei Vektoren x,y € R™ wird das innere Produkt bzw. Skalarprodukt {(x,y) und das dullere Produkt z ® y via

Y1

n
<33,y>¢=96Ty=(331 xn) : ZZJ«%‘%
i=1
Zn
I r1yr - T1Yn
r@yi=vy = |-y o) = :
In InY1 - TnYn

definiert.
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Einheits-Matrix (Wdh.)

Beziiglich der Multiplikation von n x n-Matrizen ist die Einheitsmatrix

1 0 0
I — 0 1 c Rnxn
S
0 0 1
ein neutrales Element, d.h.
I - A=A-1=A VA e R™™

Wenn es zu A € R™*"™ eine Matrix B € R™*"™ gibt, so dass
B-A=A-B=1

gilt, so ist B eindeutig und heiRt inverse Matrix zu A. Wir schreiben A~ fiir die inverse Matrix von A.
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Invertierbarkeit (Wdh.)

Eine Matrix A € R™ ™ ist nur dann invertierbar (d.h. A™! existiert), wenn eine der folgenden (iquivalenten) Eigenschaften erfiillt ist

B det(A) #0.

Die Spalten von A bilden eine Basis von R™.

Die Spalten von A sind linear unabhangig.

Der Rang von A ist n.

Fiir jeden Vektor b € R™ ist A - x = b eindeutig lsbar.

Fiir die Determinante det(-) gilt

det(I) =1
det(A - B) =det(A) - det(B)
det (AT) =det(A)
det (A1) =det(A)™!
INO019 - Numerisches Programmieren 3. Lineare Gleichungssysteme — 16 / 42
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Eigenwert (Wdh.)
Ein Vektor v € R™ heilt Eigenvektor zum Eigenwert \ € R einer Matrix A € R™*™, wenn gilt:
A-v=\v (v #0),

d.h. die Richtung v beschreibt die Fixgerade der Abbildung =z — A - z.
A heilt diagonalisierbar, wenn es n linear unabhingige Eigenvektoren vy, ..., v, € R™ zu den n Eigenwerten A1,..., A, € R gibt.

Die Eigenvektoren beschreiben eine invertierbare Matrix V' € R™*" und die Eigenwerte beschreiben eine Diagonalmatrix A € R™*" :

M O - 0
Vi=lo - vy A= 0 A2
. . : . .0
0 - 0 M\,
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Orthogonales Diagonalisieren (Wdh.)

Aus V und A 1aBt sich A wie folgt wieder herstellen
A=V.AN- VL
d.h. A 138t sich durch die Diagonalmatrix A darstellen.

Wenn die sogenannte Eigenbasis {v1,...,v,} eine Orthonormalbasis ist, d.h., wenn (v;,v;) = 0 fiir i # j und (v;,v;) = 1, dann ist

n

V-V, = ) vikvje = oiyvy) = T

ij

k=1
und wir haben fiir die Orthogonalmatrix V' gerade
V.vi=1 = vi=vT = A=V-A-VT
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Symmetrische Matrizen (Wdh.)

Eine Matrix A € R™*™ heift symmetrisch, wenn A = AT gilt. Sind v; und v, Eigenvektoren zu den unterschiedlichen Eigenwerten A\; # \o, so gilt
)\1 <’U1,Ug> =<)\1’U1,’U2> = UIAT'UQ = UIA'UQ

= (v, Ava) = Ao (1, v2)

Da A\ # Ay folgt daraus, dass
<1}1, 1)2> =0
fiir Eigenvektoren zu unterschiedlichen Eigenwerten, d.h. symmetrische Matrizen sind orthogonal diagonalisierbar.

Gilt dariiber hinaus, dass A positiv semi-definit ist ((x, Az) > 0), so sind alle Eigenwerte nicht-negativ.
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Singulidrwert-Zerlegung (1/2)

Fiir jede Matrix A € R™*" sind die Matrizen AT A € R™"™ und AAT € R™*™ symmetrisch und positiv semi-definit. Daher gibt es orthogonale Matrizen
UeR™™ und V e R"*", so dass

AAT =UXEUT ATA=VvVT

mit nicht-negativen Diagonalmatrizen 3y und Xy.
Fiir jeden Eigenvektor v; von AT A zum Eigenwert o2, gilt

AAT Av; =Aaiivi = aiiAvi.

Fiir Av; # 0 ist somit Av; ein Eigenvektor von AAT zum Eigenwert o%i = 0371-, d.h.:

Av; Av;
AU@' 75 0 = ui — # — Vi
/vl AT Av; i
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Singuldrwert-Zerlegung (2/2)
Falls Av; # 0, gilt also fiir 0; := 0. ;

OiU; = AUZ'.

Diese Eigenschaft gilt auch fiir Av; = 0 und o; = 0. Somit erhalten wir

UY = AV . A=UxVT

Diese Darstellung nennt man Singuldrwertzerlegung und die nicht-negativen Diagonaleintrige von X heien Singuldrwerte.
Interessanterweise haben A und AT die gleichen Singulirwerte:

A=UxV"T AT =vxUT
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LU-Zerlegung 22 [ 42

Eliminationsverfahren (1. Schritt)

Das Eliminationsverfahren verwandelt das Problem im ersten Schritt von

0.16 04 1 a 0.720
1.00 1.0 1]-|1b]=11.500
1.69 1.3 1 c 1.755
—_— —_————
Ag

90
durch Zeile_2 -= 6.25%Zeile_1; Zeile_3 -= 10.5625%Zeile_1; nach

0.16 0.400  1.0000 a 0.720
0.00 —1.500 —=5.2500|-[b]=| —3.000
0.00 —2.925 —9.5625 c —5.8500

Ay Y1

. ) 0 00 )
Definieren wir L1 = ( 6.25 0 0), so ist

Ay = (I — L1)Ag und 51 = (I — L1)yo.

INO019 - Numerisches Programmieren 3. Lineare Gleichungssysteme — 23 / 42

20



Eliminationsverfahren (2. Schritt)

Das Eliminationsverfahren verwandelt das Problem im zweiten Schritt von

0.16 0.400 1.0000 a 0.720

0.00 —1.500 —5.2500|-1b]=1 —3.000

0.00 —2.925 —-9.5625 c —5.8500
-~ ~ —_—
A1 Y1

durch Zeile_3 -= 1.95%Zeile_2; nach

0.16 0.4 1.000 a 0.72
0.00 —15 —52501]-|b =1 —3.00
0.00 0.0 0.675 c 0.00
> " /
Az Y2
Definieren wir Ly = (8 0 8), so ist
0 1.95 0

Ay = (I — Lg)A; und yo = (I — Lo)y1.

INO019 - Numerisches Programmieren
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Eliminationsverfahren (Interpretation)

Die Matrix U := A,, ist eine Matrix in oberer Dreiecksform (engl. upper triangular form) und wir erhalten folgende Darstellung von A = Ay:
L-A=U Li=(I—Lyp1)-...-(I—Ly).
Mit L := L' erhalten wir die sogenannte LU-Zerlegung von A
A=L1'U=L-U.

Wegen L; - Lj = 0 erhalten wir

(I—L) - I+L)=T+L;—Li—L?=1 = (I—L) =+ L)
und somit
L=(I—=Ly1)...(1—L) ' = +Ly)...(I + Lp_1)
=T+ L1+...4+ Ly
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LU-Zerlegung

Zu jeder quadratischen Matrix A € R™*™ gibt es eine Zerlegung in eine obere Dreiecksmatrix U € R™ "™ und eine untere Dreiecksmatrix L € R™*™, so dass
A=L-U

und die Diagonaleintrage von L alle 1 sind.
Wenn A invertierbar ist, sind die Eintrdge auf der Diagonalen von U alle von 0 verschieden.

Die LU-Zerlegung entspricht dem GauRschen Eliminationsverfahren.
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Ausléschungen
Die Berechnung der LU-Zerlegung berechnet vor allen Dingen Differenzen von Matrixzeilen. Dies kann zu Ausléschungen fiihren.

AuBRerdem kann das Verfahren dazu fiihren, dass wir eine Division durch 0 durchfiihren.

Um beide Probleme zu I6sen, wollen wir Zeilen so austauschen, dass in der aktiven Spalte das betragsmalRigste groBte Element steht (Pivotelement).

Dadurch wird das Verfahren numerisch stabiler.

Vertauschen von Zeilen kann auch durch eine Matrixmultiplikation erreicht werden. Hierzu werden Permutationsmatrizen benutzt. Das sind Matrizen die in
jeder Zeile und jeder Spalte genau eine 1 besitzen und ansonsten aus Nullen bestehen.
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Pivotisierung

Da die Spalten einer Permutationsmatrix P € R™*" eine Orthnormalbasis beschreiben, gilt P~' = PT. Wihrend P - A Zeilen von A vertauscht, vertauscht
A - P die Spalten von A.

Durch das Nutzen von Permutation haben wir nun folgende Darstellung:

U=(I—-Ly1)Poi...(I-L)P
Interessanterweise kann man die Permutation nach rechts durchreichen:
P (I — L) P; =P\ P, — P Li P
L;:= z‘+1Lz‘PiTH besitzt wir L; nur Eintrdge in der i-ten Spalte.

=P 1P, — LiPi 1Py = (I — L;)Pia P,

IN0019 - Numerisches Programmieren 3. Lineare Gleichungssysteme — 28 / 42
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Erweiterte LU-Zerlegung
Aus den Beobachtungen haben wir folgende Darstellung

U=(I—Lp1)...(I—L)PA,
wobei P die Permutationsmatrix P = P,,_1... P ist.

Zu jeder quadratischen Matrix A € R™*™ gibt es eine Permutationsmatrix P € R"*", eine obere Dreiecksmatrix U € R™*™ und eine untere
Dreiecksmatrix L € R"*"™, so dass

P-A=L-U,
wobei die Diagonaleintrdge von L alle 1 sind.

Eine weitere Strategie benutzt Totalpivotsuche, d.h. es wird das betragsmaRBig groBte Element in der kompletten Untermatrix gesucht und dann Zeilen- und
Spaltenvertauschungen durchgefiihrt.
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Loésen von Gleichungssystemen

Angenommen, wir haben die LU-Zerlegung L - U = P - A der Matrix A. Wie |ost man das Gleichungssystem A - x = b?

b=Ax = P'PAz = PTLUx
Pb=L(Uz)

| b_permut = Px*b;

// Solve Ly=b_permut
y[1] = b_permut[1];

| for (i=2; i<=n; i++) {

}
1 // Solve Ux=y
x[n] = y[nl/U[n]l[nl;

for (i=n-1; i>0; i--) {

j=i+1

| }

y[i]l] = b_permut[i] - EE;%L[i][j]*y[j];

x[i]l = (y[il - X7 . ,ULil[j1*x[j1)/Ulil[il;

IN0019 - Numerisches Programmieren
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Kondition

31/ 42

Kondition

Verfahren kennen lernen, sollten wir uns erst einmal die Kondition der Matrixmultiplikation ansehen:

Sei die Matrix A € R™*™ und der Vektor € R™ gegeben. Die absolute Kondition von x +— A - x ist gerade

i @D =A@ Ad
abs -
d—0 d] deR™ ||d]
Die Kondition von z +— A - 2 hdngt von z ab und wir haben
lAy]
maxyerr
R L S il I,
S i

Die LU-Zerlegung ist einfach zu implementieren. Allerdings werden viele Differenzen berechnet, so dass das Verfahren numerisch instabil ist. Bevor wir andere

INO019 - Numerisches Programmieren
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Orthogonale Matrizen (Kondition)

Wenn A € R™ " eine orthogonale Matrix ist (AT A = I), dann gilt

|Ay|* = (Ay, Ayy =y AT Ay = |y|®

Somit gilt fiir jedes z € R™ immer Hﬁgﬁ”

= 1 und wir haben

K(A) =1 VA, ATA=1
Ist A€ R™ " eine orthogonal diagonalisierbar Matrix (A = UAUT), so gilt
|4yl =y UAUTUAUTy = |AUT
maxyers 49 maxegn HHAUUTT?ﬂ“
_ vl _ Y o
r(A) =— [Ay[ = AT
mll’lyeRn HyH mll’lyeRn HUT?JH

INOO19 - Numerisches Programmieren
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Allgemeine Matrizen (Kondition)

Betrachten wir zu A € R™*" die Singulirwertzerlegung A = UXV . Dann gilt

|Ay|? =y VSUTUSV Ty =y TVESV Ty =[SV Ty

Damit gilt
.
max,cgn A2 max,cpn [=vTy]
_ MaXyeRn I MAKyeRn UL
MA) =————a T = — v, ~ )
yeRr Ty MHyeRn Ty

Insgesamt 148t sich die Berechnung der Kondition einer Matrix A also auf die Kondition einer Diagonalmatrix zuriickfiihren. Bei den Diagonaleintrdgen
handelt es sich entweder um die Eigenwerte einer orthogonal diagonaliserbaren Matrix oder um die Singuldrwerte.
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Diagonalmatrizen (Kondition)

Sei A € R™*"™ eine Diagonalmatrix mit den Diagonaleintragen Ay, ..

Bezeichnen wir mit Ayax den betragsmaBig groBten und mit Ay, den betragsmalBig kleinsten Diagonaleintrag, so ist

- = )\min’ 2
Az|2=ZA?z?{ Aanin - )

und wir erhalten

d.h. die Konditionszahl der Matrixmultiplikation ist durch die Singuldrwerte bestimmt und liegt zwischen 1 und oo (fiir singuldre d.h. nicht-invertierbare

Matrizen).

.y An. Weiter sei € R™ ein Vektor der Linge o > 0, d.h. D" | 2? = o2

\%

i=1 < ()‘max : a)2

w(h) = 322,

)\min

IN0019 - Numerisches Programmieren
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Lineares Gleichungssystem (Kondition)

Nun haben wir

Beim L&sen eines linearen Gleichungssystems A - 2 = b ist man nicht an der Multiplikation mit A sondern mit A~! interessiert.

—1
max,egn Ay Max,cpn T Max,crn 1Ay]

A~ — Yy Iyl Y Ayl Y lyl A
k(A7) = o = = = K(A)
N 1 e 7 Y

ye \ YERT JAy] ye [y

Somit ist das Ldsen eines linearen Gleichungssystems numerisch genauso schwierig wie die Matrix-Vektor-Multiplikation.

Viele Verfahren versuchen die Matrix A als Produkt von Matrizen darzustellen, die eine geringe Konditionszahl haben und dariiber hinaus einfach zu
invertieren sind. Beispiele hierfiir sind orthogonale Matrizen und Diagonalmatrizen.

30
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Matrix-Normen

37 / 42

Norm

Um Langen von Vektoren zu berechnen nutzen wir iiblicherweise die Euklidische Norm
-] - R =R
x /T, x)

Allerdings kann man auch andere Normen definieren.

Definition 1. Sei V ein R-Vektorraum. Dann heiRt eine Funktion ||| : V — R} eine Norm,

|z =0<z=0
loc- x| = e - 2]

|z +yl <zl + lyl

wenn Folgendes gilt:

(Positiv Definit)
(Absolut Homogen)
(Dreiecksungleichung)

INO019 - Numerisches Programmieren
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Matrix-Norm

Wenn man sich die Menge aller Matrizen A € R™*"™ ansieht, so bildet diese Menge einen R-Vektorraum. So kann man z.B. die Summe von Matrizen bilden

und Matrizen mit einer reelen Zahl multiplizieren.

W3hlt man eine beliebige Norm |||, auf R™, so induziert diese die Matrixnorm |||, auf R™*" wie folgt:

| Aa]
HAHM ‘= max 14
o el
Fiir Matrixnormen gelten folgende Ungleichungen
A
1 4e] <max A9 1o = ) e
o Tl
AB AB B A B
1B e JABEL L JABa [Bal Ayl Bl

X
z20 | Bz| e " w20 [yl =20 2|

< [AllB]

INO019 - Numerisches Programmieren
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Spektral-Norm

Nutzen wir die von der Euklidischen Norm induzierten Matrixnorm, so erhalten wir die sogenannte Spektralnorm

Az, A
A 1= mape VAL AD

x#0 <1" 1‘>

Wir haben bereits gesehen, dass fiir orthogonal diagonalisierbare Matrizen A gerade Folgendes gilt

[ Az = Amax(A)

Insbesondere haben wir fiir die Kondition

K(A) = HAHZ HA*1H2
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Frobenius-Norm

Statt der Spektralnorm kann man eine Matrix einfach als Vektor auffassen und davon die Euklidische Norm berechnen. Dies liefert uns die Frobeniusnorm

Eine kompaktere Schreibweise fiir diese Norm ist
|Allp = 4/spur(ATA)

Ist A orthogonal diagonalisierbar (A = UAU ") so gilt

Al =4/spur(UA20T) = y/spur(A?) =
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Zusammenfassung

B Viele Probleme fiihren zu linearen Gleichungssystemen (LGS).

B Ein LGS kann kompakter dargestellt werden durch Matrixoperationen.

B Die Ldsung eines LGS kann durch das Gaulsche Eliminierungsverfahren erhalten werden.

B In Matrixnotation entspricht dies der LU-Zerlegung in eine untere und eine obere Dreiecksmatrix.

B Die Verstirkung des Eingabefehlers beim Ldsen eines LGS kann durch die Konditionszahl geschatzt werden.
m Die Kondition 3Bt sich in der Spektralnorm ausdriicken.

B Orthonormalmatrizen haben die Kondition 1.
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