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6. Quadratur 2 /40
Quadratur 3 /40

Motivation

Bei der Interpolation einer Funktion f: R — R sind wir davon ausgegangen, dass f nur fiir gewisse Stiitzstellen zy < ... < x,, bekannt ist.

Im Folgenden wollen wir eine Funktion f: [a;b] — R an Stiitzstellen zy < ... < z,, so auswerten, dass wir das Integral

b
1) = | f(o)dx
moglichst gut approximieren.

Eine erste naive Vorgehensweise ergibt sich aus folgender Gleichung

1=0

IN0019 - Numerisches Programmieren 6. Quadratur — 4 / 40



Integration (Beispiel)

f(zd)

Fiir die Funktion f(z) = exp(—?) ergibt sich also (fiir a = —1 und b = 1)

I(f) ~1.49365

1

f(zo) + f(21)

~1.36788

Erel ~ 8.42%
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Allgemeine Form

Um eine verbesserte Approximation zu finde, wollen wir folgende Quadraturformel betrachten

n

Lo(f) = D flas) - w;

1=0

Die Parameter, die wir wahlen kdnnen, sind die n + 1 verschiedenen Stiitzstellen x; sowie die n + 1 Gewichte w;.

Beide Ausdriicke I(f) und I,,(f) sind fiir beliebige stetige Funktionen f: [a;b] — R berechenbar. AuBerdem sind diese Ausdriicke lineare Funktionale, d.h.
fir f,ge C°(R) und o, B € R gilt

Ia-f+B-g)=a-I(f)+B-1(g)
La-f+B-g)=a-I(f)+ B I.(g)
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Klassische Quadratur

7 /40

Mittelpunktregel

man von geschlossenen, andernfalls von offenen Newton-Cotes Formeln.

a

~o-a (
Das heiRt bei der Mittelpunktregel ist n = 0 und wir haben

wyg=b—a

a+b

) as

)

Trog =

Sind die Stiitzstellen x; dquidistant iiber das Intervall [a, b] verteilt, so nennt man die Quadratur Newton-Cotes-Formeln. Ist g = a und z,, = b, so redet

Bei der Mittelpunktregel interpoliert man die Funktion f an der Stelle “T*b Das heilit wir ersetzen f(z) durch das interpolierende Polynom vom Grad 0:

Io(f):fbf<a;rb

a+b
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Trapezregel

Bei der Trapezregel interpoliert man die Funktion f zwischen a und b. Das heilt wir ersetzen f(x) durch das interpolierende Polynom vom Grad 1:

b . — a a)—a
i) = [ = L) b et

Das heillt bei der Trapezregel ist n = 2 und wir haben

w1 = Wy =

o b—a
_1(®?—a?) - (f(b) — f(a) L, (b=a)[bf(a) — af(b)]
2 b—a b—a
=% ((a+b)-(f(b) = f(a))) + [bf(a) — af ()]
ERYIOEI(0
b;a T =a To=0>
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Quadratur mit Hilfe von Interpolation

Wenn wir Stiitzstellen xg < ... < x,, wahlen, erhalten wir das eindeutige Interpolationspolynom mit Hilfe der Lagrangedarstellung, d.h.

pu(r) = Z fzi)Li(z)

=0

=

Damit erhalten wir eine Quadratur mittels

Denn es gilt wegen der Linearitat

f(wg) - w;

0

L(f) = f () =

n

1
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Mittelpunktsregel und Trapezregel

Firn =0 und zg = aT*b erhalten wir

b
Lo(z) =1 woy = f Lo(z)dx = b—a,
was gerade zur Mittelpunktsregel fiihrt.

Fir n = 0 und z¢g = a und x1 = b erhalten wir

b—x b a+b

L = = L dx =

0(37) b—a wo . O(IL’) X 5
b
— b
Ll(m):?j—z wy = aLl(x)dx=a; ,
was gerade zur Trapezregel fiihrt.
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Simpsonregel / Keplersche Fassregel

Fir n = 2 sowie g = a, ©1 = “T*b und zo = b erhalten wir mit der Notation ¢ = z1 und h = ¢ — zg = 9 — z1 gerade

Lo(c+2)=— ———

Li(c+z)=———

h
wo =J Lo(c+z)dx =
—h

h
w1 =J Li(c+ z)dx =
—h

w| > w|§ w| >

h
Wy =J Lo(c+ z)dx =
—h
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Fehlerabschiatzung

Um den Fehler bei der Quadraturformel abschatzen zu kdnnen, erinnern wir uns an folgendes Fehlerabschatzung fiir Interpolationen

IAGRI(S)

f(x) —pp(z) = e (x—x0) .. - (x —xp) ¢ € la;b]

Definieren wir M := maxge[qy) |f(”“)(§)|, so gilt wegen |z — ;| < b — a gerade

M
(n+1)!

(b _ a)nJrl dx = (b _ a)n+2

b
\I(f)—fn(f)’<f %

Dies fiihrt dazu, dass Quadraturformeln, die Polynome vom Grad n benutzen, fiir Polynome vom Grad n exakte Losungen liefern.
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Polynome und Simpsonregel

Fiir die Monome p,(z) = 2™ gilt gerade

b bn+1 an+1
:L"n dx =
Con+1

Wir wissen, dass die Simpsonregel dies exakt berechnen sollte, falls n < 2 gilt:

b—a b—a
I>(po) ZT[1+4+1] =—1 = I(po)
b—a b — a?
Ip1) =—p—la+2(a+b) +b] =—5— =1)
b— b3 — g3
Ir(p2) :Ta[a2 + (a® + 2ab + b*) + %] - o~ I(po)
b— 1 bt — gt
Io(ps) =" “[a® + 5(a® + 3a% + 3ab” + b°) + 1] = ——— = I(py)
IN0019 - Numerisches Programmieren 6. Quadratur — 14 / 40
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Zusammenfassung und Ausblick

Jede Quadraturformel I,,, die auf der Lagrange-Darstellung beruht, berechnet das Integral I(f) exakt, falls f € II,,.

Wir kénnen die Stiitzstellen so wahlen, dass die Quadraturformel I,, auch fiir f € II,,, . noch gilt. Das Ziel ist es, k mdglichst groR zu wahlen.
Die Simpsonregel berechnet I(f) exakt fiir f € I3, d.h. k = 1.

Die Mittelpunktregel berechnet I(f) exakt fir f € ITy, d.h. k= 1.

Die Gaull-Quadratur kann k& = n + 1 wahlen, d.h. wir kdnnen z.B. zwei Stiitzstellen so wahlen, dass I (f) = I(f) fiir alle f € II3 gilt.

AuBerdem werden wir sehen, dass es fiir jede Quadratur I,, ein Polynom f € Ila, 12 gibt, so dass I,,(f) # I(f), d.h. man kann die GauB-Quadratur als
optimale Quadratur interpretieren.

IN0019 - Numerisches Programmieren 6. Quadratur — 15 / 40

13



Skalarprodukte 16 / 40

Skalarprodukte (Wdh.)

Wir hatten bereits gesehen, dass die stetigen Funktionen oder die Polynome einen R-Vektorraum beschreiben, d.h. man kann solche Funktionen addieren
oder mit einem Skalar A\ € R multiplizieren und erhdlt wieder eine stetige Funktion bzw. ein Polynom.

Als nachstes wollen wir ein Skalarprodukt fiir Funktionen definieren.

Sei V ein R-Vektorraum. Dann nennen wir eine Abbildung {:,-): V x V — R ein Skalarprodukt, wenn Folgendes gilt

lax + Py, z) =alz, z) + By, z) (Linear in der ersten Komponente)
{x,ay + Bz) =alz,y) + B{x,z) (Linear in der zweiten Komponente)
(x,y) =<y, x) (Symmetrisch)
(x,x) =0
(,zy=0<x=0 (Positiv-Definit)
INO019 - Numerisches Programmieren 6. Quadratur — 17 / 40
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Skalarprodukte

Betrachten wir Funktionen aus C°([a,b]), d.h. stetige Funktionen f: [a,b] — R, so ldsst sich wie folgt ein Skalarprodukt definieren

b
gy = f f(2) - g(z) dx

Man kann leicht sehen, dass dieser Ausdruck linear in f und in g ist.
Die Symmetrie folgt aus der Kommutativitat des Produkts.
Die Positiv-Definitheit folgt aus der Stetigkeit der Funktionen.

Mit Hilfe des Skalarproduktes kann man von orthogonalen Funktionen sprechen. Zum Beispiel sind sin(-), cos(-) € C°[—m, ] orthogonal zueinander:
T

4 1
{sin, cos) = sin(z) cos(z) dx = f di [5 sin(a:)Q} dx =0
- _rdx
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Legendre-Polynome

Im Folgenden wollen wir eine Orthogonalbasis von Polynomen finden. Wir wollen also Polynome Py, P, ... finden, so dass Folgendes gilt

n—1 .
P, =x" + Z Qpi - "
i=0
<PTL) Q> =0 Vgell,—1
Diese Polynome heissen Legendre-Polynome.
Hierzu reicht es aber, dass (P,, P;) = 0 fiir alle i < n gilt, da die vorherigen P; ja bereits eine Basis von II,,_; bilden.

Insbesondere kann man P, wie folgt darstellen

n—3
Py =(z+ APy 1+BP, 2+ > CiP,
=0
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Rekursion

Die Koeffizienten von P, = (x + A)P,_1 + BP,_2 + 2?2_03 C; P; lassen sich mit Hilfe von Skalarprodukten berechnen. Fiir j <n — 2 gilt

n—3
!
0 ={Pn, Py =(Pn_1,(x + A)P;) + B{Po_s, Py + >, Ci{P;, P})
i=0
=C;{(Pj, Pj)
Damit sind alle C; = 0 und P, hdngt nur von P, 1 und P, 5 ab:

0 = (@Py1, Po-1) + A(Pu1, Po1) - PR Y,
n—1,4n—-1 n—1,4n-1 <Pn—17Pn—1>
<Pn—17Pn—1>
0=<{zP,_1,P,_ B{P,_o,P,_ B=———
<.1‘ n—1,1n 2>+ < n—2,14n 2> < <P —Q,Pn—2>

6. Quadratur — 20 / 40
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3-Term-Rekursion

Insgesamt erhalten wir also die folgende 3-Term-Rekursion fiir Polynome,

Py =1

P,=(x+ AP, 1 +BP,_,

Insbesondere bedeutet das fiir Polynome, die auf [—1;1] definiert sind:

P() =1 P1 =T

die auf [a;b] definiert sind:

Py a+b
| =T —
A—_ <xPn71’Pn71>
<Pn71’Pn71>
B=_ <Pn71’Pn71>
<Pn72’Pn72>
1 3
Py =2 — Py =a®-"
2 = 3 3 =X 5.1‘

INO019 - Numerisches Programmieren
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Legendre-Polynome

n /

/ L

P

Wir werden sehen, dass uns die Nullstellen dieser Polynome die Stiitzstellen der Gaull-Quadratur liefern werden.
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GauR-Quadratur

23 / 40

GauB-Quadratur

Seien xg,...,x, die n + 1 Nullstellen des Legendre-Polynoms P, 1. Dann wird dadurch die GauR-Quadratur definiert
n
In(f) = D) () wi
i=0
Diese Quadratur ist exakt fiir alle ¢ € IL,,. Weiter gibt es fiir jedes p € IIy, 1 nach Polynomdivision mit Rest folgende Darstellung
p=q- Pop1+7 q,r €1l
Damit erhalten wir

I(p) ={q, Pny1) + I(r) = I(r)

In(p) = Z Po1(zi)q(wi)w; + In(r) = In(r) = I(r)
i=0

INO019 - Numerisches Programmieren

20

6. Quadratur — 24 / 40



Optimalitdt der GauR-Quadratur

Wir haben gesehen, dass die GauB-Quadratur I, fiir alle ¢ € I1y,, 1 exakt ist. Wir wollen zeigen, dass keine Quadratur alle g € Tl5,,, o exakt integrieren kann.
Sei hierzu I,, eine beliebige Quadratur mit den Stiitzstellen 2y < ... < z,,. Wir wahlen nun f(z) := [ [ (z — 77)? € Moy a.

Hierfiir gilt nun

b
1) = | f@)dx> 0

In(f) = Z w; - H(.%‘Z — l‘j)Q =0

i=0 §=0

Das heillt jede Quadratur I,, kann bestenfalls die Polynomklasse exakt integrieren, die die GauB-Quadratur integrieren kann.
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Gewichte der GauB-Quadratur

Da die Gaul-Quadratur I, fiir alle ¢ € II5,, 1 exakt ist, ist sie auch exakt fiir Q; := %Pn € Iy (zo < ... < zy, sind die Nullstellen von P, 1)

I(Qi) = Y wiQi(w;) = wiPly (x:) Pa(s)

=0

Da f%*; als fiihrenden Koeffizienten gerade 1 hat, haben wir die Darstellung o1 _ p 4+ R, wobei R e I,_; und wir erhalten:

T—x;

I(Qz) :<Pn7pn>+<PmR>:<PmPn>

Somit erhalten wir also

(PP
==

i n+1($i)Pn(xi)

21
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Gaul-Quadratur auf | — 1;1]
Fir n = 0 haben wir P; = z, g = 0 und die GauB-Quadratur I wird zu

Io(f) =2-f(0)
Das ist genau die Mittelpunktregel.

Fiir n = 1 haben wir P, = 22 — % xo,1 = -I_-\/g und die Gaul-Quadratur Iy:

Fiir n = 2 haben wir P, = 23 — %a: xo2 = -I_-\/g, z1 = 0 und

b(f) =21 (— g) I OR: (— g)

IN0019 - Numerisches Programmieren 6. Quadratur — 27 / 40
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Naive Integration (/;)

Fiir f(z) = exp(—2?) ergibt sich nach der naiven Quadratur I fiir Sl_l

I(f) ~1.49365

f(zd)

I (f) ~1.36788

Erel ~ 8.42%

IN0019 - Numerisches Programmieren
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GauB-Quadratur (1)

f(l‘o)

Fiir f(z) = exp(—2?) ergibt sich nach der GauR-Quadratur I; fiir Sl_l

I(f) ~1.49365

11(f) ~1.43306

Erel & 4.06%

IN0019 - Numerisches Programmieren
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Simpsonregel (1)

f(zd)

f(rz)

Fiir f(z) = exp(—2?) ergibt sich nach der Simpsonregel I fiir Sl_l

I(f) ~1.49365

L (f) ~1.57859

Erel & 5.69%

IN0019 - Numerisches Programmieren
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GauB-Quadratur (1)

Yy
f(?'l)
[ (d) Nza)
x
@ b
Fiir f(z) = exp(—2?) ergibt sich nach der GauR-Quadratur I fiir Sil
I(f) ~1.49365 Ir(f) ~1.49868 Erel & 0.34%
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Vorteile und Nachteile

Fiir festes n ergibt sich mit der GauR-Quadratur ein optimales Ergebnis fiir alle Polynome p € 1y, 1.

Falls das Resultat nicht gut genug ist, sollte man n erhGhen.

Dadurch werden sich aber alle Stiitzstellen dndern, d.h. es miissen alle Stiitzstellen neu ausgewertet werden.

Dieser Effekt kann abgemildert werden, indem man n in jedem Schritt verdoppelt. Man hat dann maximal doppelt so viele Stiitzstellen ausgewertet, wie notig
waren.

Wenn man die GauB-Quadratur dynamisch benutzen mochte, miissen Nullstellen von Polynomen hohen Grades berechnet werden. Dies ist im Allgemeinen
recht schwierig.

Dieses Problem kann iiberwunden werden, wenn wir die Legendre-Polynome bzgl. eines anderen Skalarprodukts berechnen.

27
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Gewichtete Skalarprodukte
Ist eine Funktion ¢: [a;b] — R gegeben, so kdnnen wir das bzgl. ¢ gewichtete Skalarprodukt definieren

b
(Frgb = f F(@)g(x)p(x) dx

Damit 14Bt sich eine GauB-Quadratur I,, beschreiben, die fiir jedes Polynom p € 15,1 das Integral SZ p(z)p(x) dx exakt berechnet.

Von besonderem Interesse ist der folgende Fall

1
a=-—1 b=1 T) = ———
o) = =
Auch hierfiir l3sst sich eine Orthogonalbasis berechnen.
IN0019 - Numerisches Programmieren 6. Quadratur — 33 / 40
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3-Term-Rekursion

Wir haben die folgende 3-Term-Rekursion fiir die Basispolynome:

Py =1 P =z P, Z(l‘ + A)Pn_l + BP,_9
fiir
A = <-/L'Pn—17Pn—1>¢ B—_ <Pn—17Pn—1>¥,
<Pn—17 Pn—1>¥; <Pn—27 Pn—2>¥,

Man kann zeigen, dass P», gerade und P5,.1 ungerade Funktionen sind. Damit ist A = 0 und wir haben

<Pn—17 Pn—1>¥,

P,=xP, 1 — ———PFP,_
n T <Pn727Pn72>[p n?

Weiter kann man zeigen, dass die 3-Term-Rekursion zur Rekursionsformel der Tschebyscheff-Polynome fiihrt.

INOO19 - Numerisches Programmieren 6. Quadratur — 34 / 40
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Gaul}-Tschebyscheff-Quadratur

Wir haben also

P, :in cos ((n + 1) - cos™!(z))

2
21+ 1
T; = COS T
2n + 2
. <Pn71’Pn71>[p . T

YT P ) Pai(z)  nt 1

Die GauB-Tschebyscheff-Quadratur zur Berechnung von Sil f(x)dx ist also

T e 2 + 1 2i + 1
I = . si
nlf) n+1§)f<cos<2n+27r>> - <2n+2”>

Sie ist exakt fiir f, die sich als f = \/171? fur p € Iy, 41 darstellen lassen.

INO019 - Numerisches Programmieren
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Romberg-Integration 36 / 40

Zusammengesetzte Quadratur

Mit Hilfe jeder Quadratur I,, kann man eine zusammengesetzten Quadratur definieren (h = 22):

b a+h b
I(f) =f f(:z)dx=f f(x)dx+...+f+(k1)hf(x)dx
k . .
fla+(i—=1)-h)+ f(a+1i-h)
:h.z 5

=: Ty (h)
i=1

Wir betrachten hier also die (recht ungenaue) Trapezregel.

Die wesentliche Idee der Extrapolation ist die Euler-Maclaurin-Summe, die man als komplizierte Erweiterung der Taylor-Entwicklung verstehen kann. Wir
benutzen hier lediglich folgendes Ergebnis (7; hdangen nur von a,b, f ab)

Tr(h) = I(f) + mh* + ... + 71 B2 + pp (R) R

INO019 - Numerisches Programmieren 6. Quadratur — 37 / 40
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Extrapolation

Halbieren wir nun jedes Integrationsintervall und berechnen T’ erneut, so haben wir in der Tat die beiden Werte T's(h) und T's(h/2) berechnet.

Damit erhalten wir folgende Fehlerdarstellungen

Tr(h) =I(f) + 1h? + oh* + ..+ Ty 1 B*™ 2 + pp(R)R*™

o

Fiir die Extrapolation R := w

d.h. wir konnten den Fehler von h? auf h?* senken.

h

2

h2 h4 h2m—2 h?m
) =I(f)+ Vi + 1672 +...+ 92m—3 Tm—1 + Q—mpm(h)

ergibt sich dann aber

R =I(f)+ 7h* + ...+ 7n_1h® 2 + ppu(R)R?™,

INOO19 - Numerisches Programmieren
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Romberg-Integration

Da wir diese Operation iterativ durchfiihren konnen, erhalten wir eine neue Quadratur, die ohne komplizierte Polynominterpolation auskommt. Diese
Quadratur heift Romberg-Integration.

Sie liefert R(k, k) zuriick nachdem R(i, j) wie folgt berechnet wird

R0.9) =17 (357)

YRG,j—1)—R@GE—1,7—1)
47 —1

R(i,j) =
Interessanterweise ergibt sich, dass R(1,-) gerade der Simpsonregel entspricht.

Ab i = 3 unterscheiden sich die Newton-Cotes-Formeln von der Romberg-Integration. Man kann zeigen, dass die Romberg-Integration numerisch stabiler sind

als die Newton-Cotes-Formeln.
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Romberg-Integration (Beispiel)

a -

b

Um R(k, k) ausgeben zu kdnnen, werden insgesamt 2% + 1 Stiitzstellen ausgewertet. Wir werden daher R(k, k) mit der GauR-Tschebyscheff-Quadratur Iy 4
vergleichen.

Erel in % | k=0 k=1 k=2 =3 k=4
Trapezregel 50.741 8.4202 2.0693 0.5142 0.1283
Romberg 50.741 56866 0.3282 <7-107% <5.107°
GauB-Tschebyscheff | 3.2277 1.0642 0.5402 0.1997 0.0622
IN0019 - Numerisches Programmieren
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