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C-Vektorraume

Eulersche Formel

C-Vektorraume Fourier Transformation Fourier-Reihe [FIFTr Faltung

n!
ne0 n:

berechnen und das Ergebnis in seinen Real- und Imaginarteil zerlegen.

Zusammen mit der Eulerschen Formel

© > 2n+1
n b

exp(ib) = Y ( BT D) = cos(b) + i sin(b)

erhalten wir

exp(a + ib) = exp(a) - (cos(b) + isin(b))
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Einheitswurzeln (Beispiele)
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C-Vektorraume Fourier Transformation Fourier-Reihe FFT Faltung

7. Fourier Transformation

Komplexe Zahlen

C-Vektorrdume Fourier Transformation Fourier-Reihe FFT Faltung

Die komplexen Zahlen C sind die reellen Zahlen R, die um die imaginére Einheit
i adjungiert sind, wobei i eine Nullstelle von % 4 1 ist.

Jede komplexe Zahl z € C ldsst sich als z = a + ib darstellen, wobei wir mit
=: R(z) den Realteil und mit b =: J(z) den Imaginarteil bezeichnen.
it z:= a — ib bezeichnen wir die komplex konjugierte Zahl und mit

| := v/a? + b? den Betrag von 2.

Die komplexen Zahlen sind wie die reellen Zahlen ein Kdrper zusammen mit den
folgenden Operationen:

(a+ib) + (c+id a+c)+i(b+d)

) =(
(a+1b) - (¢ + di) =(ac — bd) + i(ad + bc)
) =(—a) +i(—b)

(a+ib)t =2

—(a+1b
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Polarkoordinaten

C-Vektorrdume Fourier Transformation Fourier-Reihe (FFT Faltung

Jede komplexe Zahl z € C besitzt eine Polardarstellung
|+ (cos(p) + isin(p)) = |2| - exp(ie)

Damit erhalten wir

Insbesondere sind die n-ten Einheitswurzeln, d.h. die n Lésungen von 2™ = 1:

) 2
1=wlwl,... Wy 1= exp <27>
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C-Vektorraum

C-Vektorraume Fourier Transformation Fourier-Reihe FFT Faltung

Da C ein Korper ist, kdnnen wir C-Vektorrdume W betrachten.

Jeder C-Vektorraum W ist automatisch auch ein R-Vektorraum, denn jede
(C-Skalarmultiplikation X - w definiert auch eine R-Skalarmultiplikation (Wahle
A e R c C). Allerdings gilt

dimg W = 2 - dim¢g W
Interessanterweise kann man aber auch jeden R-Vektorraum V in einen
C-Vektorraum W verwandeln:
V =spang(vy,..., ) W :=spang(vi,. ..
mit dim¢ W = dimg V.

Man schreibt hierfiir iiblicherweise W := V ® C.
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Skalarprodukt
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Fiir C-Vektorraume W erfiillt ein Skalarprodukt {-,-) : W x W — C folgende
Eigenschaften:

{ax + By, z) =alz,z) + B{y,z)  (Semilinear in der ersten Komponente)

{z,ay + Bz) =alz,yy+ B{x,z)  (Linear in der zweiten Komponente) Fourier Transformation

(z,y)y =y, x) (Hermitesch)
(z,x) €RY
(g,2)y=0=2=0 (Positiv-Definit)
Ist V' = span(vy, ..., v,) ein R-Vektorraum mit a;; = (v;,v;) so wird dadurch ein

Skalarprodukt auf W := V ® C definiert.
Sei wy = D" | vy und wy = D7 | Biv;, dann ist dieses 1W-Skalarprodukt

<w17 w2> = <557 AB> = &TAﬁ
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Polynoms=Interpolation hi Diskrete. Fourier Transformation

C-Vektorraume Fourier Transformation Fourier-Reihe FFT Faltung C-Vektorraume Fourier Transformation Fourier-Reihe FFT Faltung

. . ) Bezeichnen wir mit V* := VT die adjungierte Matrix bzgl. V, so gilt
Im Folgenden betrachten wir das Interpolationsproblem fiir ein Polynom

n—1 n—1 n—1
. L\ m
n—1 ; (V*V)j = Z VS Umk = Z wy m)+mk _ 2 (ws_J> — I
p(z) = Z a;jz) € lp_y m=0 m=0 m=0
j=0
mit den n Einheitswurzeln als Stiitzstellen: Das heiRt wir haben V! = %V* und es gilt
pwh) =y; J=0,...,n—1 L= nolo
ar =— Ik _ LIk
N v =, 4]
j=0 7=0

Das fiihrt zum linearen Gleichungssystem mit der Vandermonde-Matrix V:
Die erste Operation ist die Diskrete Fourier Transformation (DFT) und die

V.a=y Vel ayeC" zweite ist die inverse DFT (IDFT).

mit v, = wi® fir jk=0,...,n— 1. In der Literatur werden manchmal andere Faktoren benutzt, d.h. 1 und % sind
vertauscht oder in beiden Fallen wird ﬁ benutzt.
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Trigonometrische Orthonormalbasis
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Die Name der Fourier-Transformation hat seinen Ursprung in der Fourier-Reihe,
die auf folgendem Skalarprodukt beruht:

g = %Jj f(x)g(x)dx.

Fourier-Reihe Dieses Skalarprodukt kann zur Approximation von Funktionen benutzt werden. Man

projiziert dann eine Funktion f auf den Vektorraum, der von endlich vielen
Funktionen f; aufgespannt ist.

Man kann zeigen, dass bzgl. des obigen Skalarprodukts die folgenden Funktionen
eine Orthonormalbasis bilden:

{% cos(x), sin(z), . .., cos(nz), sin(nz)}

Damit erhalten wir also f(z) ~ ag + X _; ai cos(kx) + by sin(kz).

Koeffizienten: der Fourier-Reihe h KomplexeOrthonormalbasis
C-Vektorraume Fourier Transformation Fourier-Reihe FFT Faltung C-Vektorrdume Fourier Transformation Fourier-Reihe FFT Faltung
Die Koeffizienten dieser Fourier-Reihe Betrachten wir nun das Skalarprodukt
n 1 us
fo(T) =ap + Z ay, cos(kz) + by sin(kx) (fr9) = b f f(2)g(=) dx,
k=1 o
erhilt man, indem man f mit den Basisfunktionen multipliziert. so bilden folgenden Funktionen eine Orthonormalbasis:
Die Fourier-Koeffizienten sind also {exp(—inx), ..., exp(—iz), 1, exp(ix), ..., exp(inz)}
(f (@), cos(kz)y =ay, (f(@), sin(ka)) =by (fl@), 1> :% Damit erhalten wir also
n
Diese Darstellung wird benutzt, um hohe Frequenzen in Signalen zu entfernen. Das flz) ~ Z ay, exp(ikz)
ist der wesentliche Unterschied zwischen WAV- und MP3-Dateien. k=—n

Setzt man ¢, := ay + ibg, so kann man die Notationen vereinfachen. Dazu mit

verwandelt man den R-Vektorraum C°([—, 7], R) in den C-Vektorraum B ) — 1 (" r)d
iy o = (frexplika)) = o= o) exp(=ike) dx.
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Kontinuierliche/Fourier- Transformation

C-Vektorraume Fourier Transformation Fourier-Reihe FFT Faltung

Motiviert durch diese Beobachtung, definiert man die kontinuierliche, zyklische
Fourier-Transformation als

flo) = o f F(z)emiw dx

Benutzt man die Trapezregel als Diskretisierung, so erhilt man mit der Notation

zj = -7+ 2j und wy, = exp (2£i) gerade
2 (2 i o2
AN N
f ( n J) o = f(zj)wn n

Dies entspricht genau der diskreten Fourier-Transformation.
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Motivation der FFT
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Die IDFT

n—1

ik
vk =Y, aw)

J=0

3sst sich als Matrix-Vektor-Multiplikation darstellen, d.h. sie kann in O(n?)
berechnet werden. Das Ziel der schnellen Fourier-Transformation (FFT)
besteht darin, diese Berechnung in O(nlog(n)) durchzufiihren.

Idee Zerlege die Summen geschickt in zwei Teilsummen halber Lange, aus denen
sich die urspriinglichen Summen leicht gewinnen lassen.

Voraussetzung Es wird also in jedem Schritt benétigt, dass n gerade ist, d.h.
insgesamt n = 27,
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Zerlegung der IDFT

C-Vektorraume Fourier Transformation Fourier-Reihe FFT Faltung

2m—1
v = Y. aw]
Jj=0
m—1 m—1
25k 2j+1)k
= Z agjwn] + Z a2j+1w("] )
Jj=0 Jj=0
m—1 m—1
ik k jk
= Z agijn +w, - Z a2j+1wfn
Jj=0 Jj=0

Die erste Summe ist die m-elementige IDFT der geraden Koeffizienten.

Die zweite Summe ist die m-elementige IDFT der ungeraden Koeffizienten.
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Rekursive IDFT

ektorrdume Fourier Transformation Fourier-Reihe FFT

Faltung

Angenommen, dass n = 2m und wir haben die IDFT bzgl. m berechnet:
m—1 m—1
. " R .
Qg = 2 agjwi; Ggkr1 = Z 211w},
j=0 j=0
Dann gilt fir k <m
m—1 m—1
ik k ik _~ koA
Y = Z agjwhy + wy - Z Aj 1wy =0 + wy - G2k41
j=0 j=0
m—1 m—1
j(k k j(k N koA
Yetm = Z ll2jwﬂ,$ ) gt Z aZ(k+m)+1w7]»,§ M) —Gog, — wh - Gk
i=0 =0
Diese Operation wird auch Butterfly-Schritt genannt.
Falls die IDFT fiir die beiden m-elementigen Vektoren berechnet wurde, bendtigen
wir lediglich O(n) fiir den Kombinationsschritt.

Laufzeit IFFT

C-Vektorrdume Fourier Transformation Fourier-Reihe FFT

Faltung

Ohne Rekursion bengtigen wir jeweils n2 Operationen (+ sowie -).

Wird die Rekursion einmal benutzt, ist die Anzahl der Operationen

n\2 1,
2(5) +n—§n +n

Wird die Rekursion k-mal benutzt, ist die Anzahl der Operationen

2’“(2%)2+k-n:2ikn2+k~n

Ist n = 2%, ist die Anzahl der Operationen (bei N Rekursionen)

2N<£)2+N~n:n+log(n)-n
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Aufrufabfolge der Rekursion

Fourier-Reihe FFT

Faltung

C-Vektorraume Fourier Transformation

[(aoﬂlh a2, a3, a4, 17«570«670«7)]

[(ao,a27a4,a6)J [(a17a3¢a5¢a7)J

(ao,a0)]  ((az,a6)]  ((@ra5)]  [(as,ar)]

@ (@) @ @ @ @ @ @

Id 0 4 2 6 1 5 3 7
Binar 000 100 010 110 o001 101 O11 111
Bit-Reversal | 000 001 010 011 100 101 110 111

Dezimal 0 1 2 3 4 5 6 7
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Iterative IFFT

Fourier Transformation Fourier-Reihe FFT

Faltung

C-Vektorrdume

Um die rekursive IFFT-Berechnung in eine iterative IFFT-Berechnung zu
verwandeln, zerlegen wir die Berechnung in drei Phasen.

In der ersten Phase (Sortierung) permutieren wir die Eintrage a; derart, dass sie
bzgl. ihres Bit-Reversals 7(z) sortiert sind.

In der zweiten Phase (Kombinationsphase) werden genau log(n)
Kombinationsschritte durchgefiihrt.

In der dritten Phase (Inverse Sortierung) permutieren wir die Eintrage a;, so dass
sie wieder bzgl. ¢ sortiert sind.

Da beim Bit-Reversal lediglich paarweise die Eintrage ausgetauscht werden, ist die
erste Phase mit der dritten Phase identisch.

Das Bit-Reversal kann in Linearzeit berechnet werden. Hierfiir iterieren wir tiber
alle Eintrage ¢ und fiihren einen Austausch zwischen ¢ und 7(z) durch genau wenn
(i) > i.
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Faltung

Polynom-Multiplikation mittels FFT

C-Vektorraume Fourier Transformation Fourier-Reihe FFT Faltung

Polynom-Multiplikation

C-Vektorraume Fourier Transformation Fourier-Reihe FFT Faltung

Man kann die diskrete Fourier-Transformation auch benutzen, um zwei Polynome
effizient zu multiplizieren. Sei hierzu

p(a) =), apa® qx) = ) bpa
k=0 k=0

Dann gilt fiir das Produkt 7 := p - ¢ € Iy, gerade

2n k
r(z) = Z Ckxk Cp = Z ajbk,j
k=0 j=o0

Diese Berechnung benétigt O(n?) Operationen.

Allerdings wird r eindeutig durch 2n verschiedene Stiitzstellen definiert. Das ist
die Kernidee, um das Produkt mit Hilfe der FFT zu berechnen.

Faltung

C-Vektorraume Fourier Transformation Fourier-Reihe FFT Faltung

Es seien die Koeffizientenvektoren a,b € R™ gegeben, die die Polynome p und ¢
beschreiben. Nun méchte man den Koeffizientenvektor ¢ € R?" finden, der das
Polynom 7 = p - ¢ beschreibt.

// Fiillen mit Nullen

1

2 for (j=0; j<n; j++) { aln+j]l = 0; bln+j]l = 0; }
3 // IFFT

4 A = ifft(a); B = ifft(b);

5 // Punktweise Multiplikation

6 for (j=0; j<2*n; j++) {

7 C[j] = A[j1*B[jl; // Komplexe Multiplikation
8 }

9 // FFT

0

=

£££(C);

c =

Die Anzahl der Flops ist

2n + 4n - log(2n) + 2n + 2n - log(2n) = O(n - log(n))
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Faltung (Beispiel)

C-Vektorraume Fourier Transformation Fourier-Reihe [FIFTr Faltung

Ahnlich wie die Fourier-Transformation hat auch diese Operation ein

kontinuierliches Analogon, die sogenannte Faltung. Hierzu seien zwei stetige

Funktionen f, g: [—m, 7] — R gegeben, die periodisch fortgesetzt werden, d.h.
fla +2km) =f(x)

g(x + 2km) =g(x) VkeZ

Wir schreiben die Faltung von f und g als

fxg: [-m, 7] >R

ad fW)g(z —y)dy

undesgilt fxg=g=f.
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Fourier-Transformation der Faltung

Fourier Transformation Fourier-Reihe (FFTT Faltung

C-Vektorrdume

Y ) Y
A * T = x
Y Y Y

[ 7_
R * T = —J*wv

Sei g: R — R eine positive C®-Funktion mit { g(2) dx =1, so ist f * g eine
C*-Approximation von f. Die Operation nennt man auch Glattung.

7. Fourier Transformation — 29 / 34

IN0019 - Numerisches Programmieren

Verallgemeinerungen
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Fiir die Fourier-Transformation der Faltung erhalten wir

— 1

o) = [ 1+ gwpeorax

7

o [ [ gt = et axay

1 T T . .
o [ | twgtre e e axay
T

o | [ st [ rwetay]

=2 f(a) - §(c)

Insgesamt verhilt sich die Fourier-Transformation der Faltung dhnlich zur
diskreten Fourier-Transformation der Polynom-Multiplikation.

IN0019 - Numerisches Programmieren 7. Fourier Transformation — 30 / 34

Bildgldttung (Beispiel)

C-Vektorraume Fourier Transformation Fourier-Reihe FFT Faltung

Das Konzept der Fourier-Transformation und der Faltung kann man auch fiir hdhere
Dimension verallgemeinern. Z.B. gilt fiir die Dimension d = 2 und Funktionen
frg: [-m, 7] x [-m, 7] = R gerade

frg: [-m 7] x [-m, 7] >R
T s
(w1, 22) '—>J F(y1,y2)g(21 — y1, 22 — y2) dy, dy,

sowie

: 1

flaran = gz [ [ fnmie @ ay,ay,

und es gilt

Frgla) =22 f(a)- j(a)
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Laufzeit: 1.94 Sekunden (ohne FFT)
Laufzeit: 0.17 Sekunden (mit FFT)
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Suche in Bildern

C-Vektorraume Fourier Transformation Fourier-Reihe FFT Faltung

Bildsuche mittels FFT

C-Vektorrdume Fourier Transformation Fourier-Reihe FF

T Faltung

F: QOARS

Wir suchen nach dem Pixelort z € Q < R? im Bild I: Q — R?, in dem sich das
Zentrum des Bildausschnitts P: Qg — R? befindet, d.h. wir sind auf der Suche
nach dem Minimum von:

B(x) =L [P(y) — I(z + y) dy = jﬂ [P(y) - I(z —v)]*dy
=| P)?-2P(y)I(x—y)+I(x—y)>dy

Qo
=const + [—2(P = I) + I* 1] (z)
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Eingabe:
I
Pl

2.PxI—I%x1 Ergebnis
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