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9. Sy risches tproblem 2/37 Ableitungen als Lineare Abbildungen
Eigenwert-Problem 3/31
& / Wir hatten bereits gesehen, dass man die Funktionen c;, und s, als Elemente des Vektorraums C([~: ]) ansehen kann.
Verallgemeinerte Fourier-Reihe Weiter haben wir gesehen, dass man das Integral als lineare Abbildung §: C([~:]) — ® interpretieren kann.
Das Berechnen von Eigenwerten wird bei viele praktische 2.B. bei der der Fouri i Man kann aber auch Ableitungen als lineare Abbildungen verstehen

Wir haben bereits die Vorteile der Fourier-Reihe gesehen. Ein wesentlicher Bestandteil ist die Orthogonalbasis
ealr) = cos(n - ) Sua) = sin(n

Diese Funktionen sind aber nur auf @ definic

Interessanterweise erfillen die Funktionen folgende Gleichungen

o = —n%c, s = —n’s,.

. Um die Fourier-Reihe zu verallgemeinern, solite man diese Funktionen eindeutiger charakterisieren.

)
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C*([-m 7)) ~C*([-m:x)

"

ou?

Damit kann man ., und s,, als Eigenfunktionen zu den Eigenwerten —n? von der linearen Abbildung 2 interpretieren
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Di F Diskretisierung der 2. Ableitung
Da f dquidistant diskretisiert ist, ist der Abstand zwischen zwei Stellen
S i 6 27
012345678 P

0 o7

Bei der Fourier-Reihe betrachtet man periodische Funktionen f: & — R
fla+2m) = f(x)

Solche Funktionen kann man sich auch als Funktionen f: 5 — R vorstellen, wobei 5! den Kreisrand beschreibt:

Die erste Ableitung diskretisieren wir wie folgt (x; = i - i)

[, (,h *Lz‘) JiC +h}3 — @) v -w

Fiir die zweite Ableitung gilt nun

S!' = {x e R?||z]
Diskretisiert man / dquidistant, erhalt man v = (vo. ..., v, 1) € B
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Eigenfunktionen (Bsp.) Eigenwerte (Wdh.)
N Ein Vektor « = B heit Eigenvektor zum Eigenwert A < R einer Matrix A € R"*", wenn gilt
. - Aw=Aez (z#0),
" ! dh. die Richtung = beschreibt die Fixgerade der Abbildung = — A
” - Daher ist  # 0 eine Lésung des Gleichungssystems
g T % ' : 5 P Somit is A — A eine singulire Matrix und es gilt
Matrix Dy Eigenwert A Eigenwert A
N B pa(d) =0 palt) = det(A—t- 1)
w w Das Polynom p, nennt man das charakteristische Polynom bzgl. A
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Eigenwert A = —1 Eigenwert \
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Nullstellen von Polynomen

Das Eigenwertproblem ist also 3quivalent zum Berechnen von Nullstellen des charakteristischen Polynoms,

Abel bewies 1824, dass die Nullstellen eines Polynoms p vom Grad deg(p) > 4 im Allgemeinen nicht durch (Addition,
Waurzelziehen) darstellbar sind. Daher l6sen wir das Eigenwertproblem iterativ.

Man kénnte das charakteristische Polynom berechnen und die Nullstellen mit Hilfe des Newton-Verfahrens finden. Das ist aber oft sehr instabil.
So besitzt das Polynom
pelt) = (t—=1)-...- (t—20) — -t

fiir ¢ = 0 die ganzzahligen Nullstellen 1,...,20
und fiir & = 272 insgesamt 10 komplexe Nullstellen (3 & [0.6;2.0])
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Lésen des Eigenwertproblems

Méchte man also die Eigenwerte der Diagonalmatrix

20

berechnen, reicht es, diese Informationen aus der Diagonalen abzulesen, anstatt das numerisch instabile charakteristische Polynom aufzustellen und zu
Iésen.

Es ist also sinnvoller, fiir das Eigenwertproblem direkt mit A zu arbeiten

Im Folgenden sei eine Matrix A € R gegeben und wir sind auf der Suche nach einem Eigenwert A € R. Um dieses Problem eindeutig zu beschreiben,
gehen wir davon aus, dass A eine einfache Nullstelle von 1 ist und eindeutig beschreibbar ist (z.B. kleinster Eigenwert, gréRter Eigenwert, 42ter Eigenwert)
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Kondition 12/37

Beschreibung des Eigenwertproblems

Die absolute Kondition

ines Problems ist durch die Ableitung bestimmt.
Wir nehmen an, dass die Matrix A durch eine Matrix C' & R™*" gestdrt wird

Alt) = A+1-C.

Damit erhalten wir eine A(t) und eine

(1), so dass Folgendes gilt

At) - 2(t) = Mt) - (1)

Um die Notation zu vereinfachen, schreiben wir

Ao :=A(0) g :=2(0)
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Partielle Ableitung des EW-Problems

Danmit erhalten wir

0={ %Am,m —A®)x(t)

{Cro — X(0)z0, y0) +

Insgesamt erhalten wir also

Da p7 = pa, ist Ag auch ein Eigenwert der Matrix A”. Es sei nun g ein Eigenvektor von AT zum Eigenwert Ao

¢
={Cay + Az'(0) — N (0)ag — Aoz’ (0), yo)

7' (0) = Aox'(0), wo,
o

W)
0 "/
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Absolute Kondition des EW-Problems Symmetrisches Eigenwert-Problem
Betrachten wir nun das Eigenwertproblem als Funktion A: R"*" — R. Dann ist die absolute Kondition gerade: Ist A symmetrisch, so ist ) = o und wir erhalten fiir die absolute Kondition
(Cxo.m. 1
MA+C) = MA)| zo.w0 Kabs = ————— =
abe = limsup AL Z AL gy gy S o8 (4 (20,20)
=l c E4P7ICl, (o0
Fir die relative Kondition gilt dann
Wegen 1Al
- v A
ICol ol < 1€ ol Lo ol
erhalten wir (fir C — go @ gt Glichheit) Fiir nicht-symmetrische Matrizen kann die Kondition sehr groR werden. Fiir A= (}1) und A= (1) gilt Ay = 1 und A2 = 1+ /& und somit
Kabs =
™ Toos (£ (zo, )] )
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Vektor-lteration 17/ 37 Konvergenz (Vektor-Iteration)
Vektor-Iteration Es gilt nun
Es sei eine symmetrische Matrix A & R"*" gegeben. 4 N A
Ary = O Ui = =y, # 0
Weiter besitze A die Eigenwerte 0 < [Ay| < ... < |As| und die dazu gehérigen normierten Eigenvektoren vy, ..., v, € R" K ; ki kil ST
=1 V21 A0k
Betrachten wir nun die Folge der Vektor-Iteration (eng. Power Method) Fiir i < n ergibt sich
a A
Ay Qi A Ok
o€ R, |l = 1 Thi1 = T E E
o ol k1= T tetn | Dk

Alle Vektoren i lassen sich wie folgt darstellen
N
=
Im Folgenden gehen wir davon aus, dass Vi : ag; # 0 gilt

Als Niichstes werden wir uns die Folgen ay;; anschen.
Insbesondere sind wir an lim.;; o, fir jedes i = 1,...,n interessiert.
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Damit erhalten wir insgesamt
lim o, =0
ek

lim o, =+ 1
s
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Vektor-Iteration (Bsp.)

Betrachten wir die Matrix A = (} %) und den Startvektor xy = ({33

QI

Berechnung aller Eigenvektoren

Die Vektoriteration konvergiert gegen den griRten Eigenvektor, falls fiir den Startwert ) Folgendes gilt:

20 = ), qwivi Vi:ao:# 0
Wenn einige g, = 0 sind, konvergiert die Vektoriteration gegen den grRten Eigenvektor u;, fiir den ay; # 0 gilt

Da Eigenvektoren symmetrischer Matrizen orthogonal zu einander sind, kann man die Vekoriteration mehrmals durchfiihren, indem man nur solche

Vektoren zulisst, die senkrecht auf bereits gefundenen Eigenvektoren stehen

1. lteration 2. Iteration 3. Iteration
Wahle einen zufalligen Vektor g, der senkrecht auf vy, ... u, steht und fiihre die Power-Iteration mit g als Startwert durch
Damit kénnen iterativ alle Eigenvektoren gefunden werden
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4. Iteration 5. Iteration 6. Iteration
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Zusammenfassung (Vektor-Iteration) Inverse Vektor-lteration (Bsp.)
10) 5o i (100
Die Vektor-I ist einfach zu . da sie nur Matrix-Vek iplikation und Vektor-Normierung benutzt Betrachten wir A = (§ ;). A =09 und somit A = (i 5
Dann erhalten wir mit dem Startvektor g = (§35)
Beginnt man mit einem zuf3lligen Vektor o, konvergiert die Iterationsfolge (ry)jcx zu einem Eigenvektor.
In den meisten Fallen ist dieser Eigenvektor v; ein Eigenvektor zum gréRten Eigenwert A,
Ist die Matrix A sind die orthogonal und die Vektor-I kann benutzt werden, um nacheinander alle Eigenvektoren zu
berechnen
Dieses Verfahren kann numerisch instabil werden, da Differenzen benutzt werden, die zu Ausléschungen fiihren kénnen.
IN0019 - Numerisches Programmieren 0. Symmetrisches Eigenwertproblem — 22 / 37 1. Iteration 2. Iteration 3. lteration
Die inverse Vektor-lteration konvergiert schneller als die Vektor-lteration, wenn ein A eine gute Schitzung von \ st
Allerdings muss die Matrix A invertiert werden
Inverse Vektor-lteration

Wenn man nur an einem Eigenwert \ interessiert ist, fiir den man bereits eine gute Schitzung X besitzt, macht es wenig Sinn, die Vektor-lteration fiir alle
Eigenvektoren durchzufilhren.

Stattdessen, kann man das Problem so umformulieren, dass der gesuchte Eigenvektor v; der gréRte Eigenvektor einer anderen Matrix ist

Dies wird von der inversen Vektor-Iteration (eng. Inverse Power Method) erreicht. Die Vektor-Iteration wird auf folgende Matrix angewandt

1= (A-An™"

Die Eigenwerte von A sind A; := (A — )", wobei der gréRte Eigenwert gerade |\ — A| ! ist, d.h. man kann die inverse Vektor-lteration benutzen, um einen
vorher ausgewshlten Eigenwert zu berechnen
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QR-Verfahren 25 /37

Berechnung aller Eigenwerte

Die Vektoriterationen sind sehr hilfreich, wenn man nur an einem Eigenwert bzw. Eigenvektor interessiert ist. Wenn man aber alle Eigenwerte berechnen
méchte, kann eine sukzessive Vektoriteration numerisch sehr instabil werden.

Es reicht daher eine orthogonale Matrix Q € R"*" zu finden, so dass:

A=QAQT

Dies kann erreicht werden, indem man eine Folge (A<t von Matrizen findet, so dass sie gegen eine Diagonalmatrix konvergiert und auBerdem Folgendes gilt

Ans1 = Q) AnQn

Dies wird durch das sogenannte QR-Verfahren erreicht.
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QR-Verfahren
Das QR-Verfahren, berechnet in jeder Iteration die QR-Zerlegung einer Matrix A, und multipliziert diese beiden Matrizen in umgekehrter Reihenfolge.

Das QR-Verfahren, erzeugt also die folgenden drei Matrizenfolgen

o+ Ro
Ansr =Ry - Qn Anir =Qnir - Ry

Es gilt nun
At = Ry Qu = QLQuRn - Qu = Q1 A.Qun
dh. A1 hat die gleichen Eigenwerte wie A,, und damit (vollstindige Induktion) ebenfalls die gleichen Eigenwerte wie A = Ay,

Das QR-Verfahren verwandelt also das symmetrische Eigenwertproblem in jedem Schritt in ein aquivalentes Eigenwertproblem.
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Eigenschaften des QR-Verfahrens

Die Analyse des QR-Verfahren ist nicht ganz einfach. Allerdings kann man folgende Eigenschaften fiir den symmetrischen Startwert Ay = A beweisen

lim Q=1
lim R, =A
Definiert man auBerdem U, = [/, Q;, so kann man zeigen, dass Folgendes gilt
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Zusammenfassung

Wir haben zwei iterative Verfahren kennen gelernt, um das 2u I8sen, die Vektor-lteration und das QR-Verfahren
Jede Iteration der Vektor-lteration benstigt O(n?) Schritte, wahrend jede Iteration des QR-Verfahrens O(n) Schritte benstigt.

Wenn man nur einen Eigenvektor berechnen méchte, bietet sich die Vektor-Iteration an. Ist man an allen Eigenvektoren interessiert, ist das QR-Verfahren zu
bevorzugen

Das QR-Verfahren konvergiert auch, wenn cin Eigenwert mehrfach vorkommt, d.h. anstelle der Forderung
0< Il <o <Al

wird lediglich Folgendes gefordert

IN0019 - Numerisches Programmieren 9. Symmetrisches Eigenwertproblem — 29 / 37




Gerschgorin-Kreise 30 /37

Approximation von Eigenwerten
Auch wenn wir mit dem QR-Verfahren eine Folge von Matrizen A, generiert haben, die gegen die Diagonalmatrix A konvergiert, wird A nie exakt erreicht.
Die Frage ist dann wie weit sich die Diagonaleintréige einer Matrix von ihren Eigenwerten unterscheidet
Es se also eine beliebige Matrix A € E"*" gegeben. Dann definieren wir mit
di = ag
die Diagonaleintrige der Matrix A

Weiter beschreiben wir mit

pii= 3 lag|
a
=

wie weit sich die i-te Zeile von A von einer Diagonalmatrix unterscheidet.
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Eigenwerte und Diagonaleintrige
Sei nun v ein Eigenvektor von A zum Eigenwert ).

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kinnen wir Folgendes annehmen:

Dann gilt

A= Aoy = (W), = (dv)i = Y aiju; = @i+ Y aiju;
= =
o

Und somit

A= dil < Y Lyl = pi
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Gerschgorin-Kreise

Wir haben also gesehen, dass es zu jedem Eigenwert A eine Zeile i von A gibt, so dass sich A von dem Diagonaleintrag d; nicht mehr als den Radius p;
unterscheidet.

Damit haben wir das Kreistheorem von Gerschgorin bewiesen:
Theorem 1 (Gerschgorin). Sei A € C"*" und d; sowie p; wie oben definiert. Dann gilt fiir die Eigenwerte \; von A stets:

Db e By d)

Das Kreistheorem hilft uns bei der Analyse des QR-Verfahrens,

Die Diagonaleintrige von A, approximieren die Eigenwerte und die intrige geben die imationsgiite an
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Gerschgorin-Kreise
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Gerschgorin-Kreise “Frequenzen” im R*
I
T T i i | hoatres | ' ! - . .
A=0 A=-1 1 A
o ©000000000000000:5® 0800400 0aABP 00 (@) @@ )eapose . o o q
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sl E A A=-2 2 A
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“Frequenzen” einer Katze
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