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Viele Probleme lassen si
h als Minimierungsproblem darstellen.

Hierzu de�niert man eine Funktion, die zu jeder gültigen Lösung x eines Problems

einen Wert fpxq zuordnet. Das Problem ist gelöst, wenn man das x˚
�ndet, das die

Auswertungsfunktion f minimiert.

Im Folgenden wollen wir also das Minimum einer Funktion f : R Ñ R �nden, ohne

alle Stellen x P R auszuwerten.

Daher fordern wir eine gewisse Regularität von f . Wir benötigen mindestens

Stetigkeit, da wir andernfalls das Minimum der Funktion

f : R ÑR

x ÞÑ
#
1 x ‰ 0

0 x “ 0

nur Finden können, wenn f an allen Stellen ausgewertet wird.

Di�erenzierbare Funktionen
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Im Weiteren gehen wir sogar davon aus, dass f P C1pRq ist, d.h. dass f mindestens

einmal stetig di�erenzierbar ist.

Wir wissen dann, dass das Minimum x˚
von E die Bedingung f 1px˚q “ 0 erfüllt,

d.h. x˚
ist ein kritis
her Punkt von f . Im Folgenden sind wir daran interessiert

einen kritis
hen Punkte zu �nden. Es handelt si
h hierbei ni
ht notwendigerweise

um ein globales Minimum.

Ist nun f 1px0q ă 0, so gibt es ein ε ą 0, so dass

0 ąfpx0 ` hq ´ fpx0q
h

@h, |h| ăε

fpx0q ąfpx0 ` hq @h, 0 ă h ăε

Analog gilt für f 1px0q ą 0, dass fpx0q ą fpx0 ´ hq, d.h. wenn man f in Ri
htung

der negativen Ableitung variiert, sinkt der Wert von f .

Iterationsfolge
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Benutzen wir die Taylorapproximation von f , so erhalten wir

fpx0 ` hq «fpx0q ` f 1px0q ¨ h
fpx0 ´ tf 1px0qq «fpx0q ´ tf 1px0q2looomooon

erwartete Reduktion

,

d.h. wir können eine gröÿere Reduktion von f erwarten, wenn t gröÿer ist.

Allerdings gilt die obige Approximation nur für t |f 1px0q| ă ε.
Somit muss t groÿ gewählt sein, aber ni
ht zu groÿ.

Insgesamt erhalten wir also eine Iterationsfolge zum Finden eines lokalen Minimums

von f :

xk`1 “ xk ´ tk ¨ f 1pxkq
Aber: Wie ist tk zu wählen?

S
hrittweite
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Bei der Iterationsfolge

xk`1 “ xk ´ tk ¨ f 1pxkq
nennen wir tk die S
hrittweite. Eine optimale S
hrittweite zu �nden, d.h. eine

S
hrittweite, so dass f mögli
hst stark sinkt ist ni
ht einfa
h.

Ein bewährtes Verfahren besteht darin, mit einer festen S
hrittweite, z.B. t “ 1 zu

starten und diese iterativ zu verbessern:

1 // f: fun
tion - x: position - d: derivative

2 while (f(x-t*d)>=f(x)) t /= 2.0;

3 x = x - t*d;

Hierbei wird benutzt, dass das komplette Intervall p0; εq S
hrittweiten liefert, die

alle die Funktion f reduzieren.

Konvergenz
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Die Iterationsfolge xk ist derart, dass fpxkq eine monoton fallende Folge ist, die

dur
h das Minimum von f na
h unten bes
hränkt ist.

Daher konvergiert fpxkq. Allerdings konvergiert fpxkq ni
ht notwendigerweise zu

einem lokalen Minimum.

Um ein lokale Minimum zu gewährleisten, muss man zusätzli
he Eigens
haften von

der S
hrittweite fordern.

Ein Beispiel hierfür ist die Armijo-Bedingung (0 ă α ă 1)

fpxk`1q ďfpxkq ´ α ¨ tk ¨ f 1pxkq2

Diese Bedingung garantiert ein lokales Minimum.

Oft wählt man ein kleines α (z.B. α “ 10´4
).



Armijo-Bedingung (Bsp.)
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x

x0

x1
x2x3 x4

x x

fpxkq konvergiert ni
ht notwendigerweise zum Minimum.

Dies liegt daran, dass die Menge gültiger S
hrittweiten zu groÿ ist.

Die Armijo-Bedingung s
hränkt die S
hrittweiten so ein,

dass Konvergenz zu einem lokalen Minimum garantiert wird.

Dies wird errei
ht indem man nur sol
he S
hrittweiten zulässt, die zumindest einen

Anteil α ă 1 der erwarteten Reduktion garantiert.

Gradienten-Abstieg
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In den meisten Anwendungen ist man an der Minimierung einer Funktion

f : Rn Ñ R interessiert.

Anstatt die Stelle xn in die Ri
htung der negativen Ableitung zu vers
hieben,

vers
hiebt man sie in die Ri
htung des negativen Gradienten. Man nennt dieses

Verfahren das Gradienten-Abstiegs-Verfahren (eng. Gradient Des
ent).

Die Iterationsfolge ist

xn`1 “ xn ´ tn ¨ ∇fpxnq
Die Armijo-Bedingung wird dann zu

fpxn`1q ďfpxnq ´ α ¨ tn ¨ }∇fpxnq}2

Newton-Verfahren
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Zur Nullstellen-Bere
hnung einer Funktion g : Rn Ñ Rn
können wir das

Newton-Verfahren benutzen.

Für n “ 1 erhalten wir die klassis
he Newton-Iteration

xk`1 “ xk ´ gpxkq
g1pxkq

Für allgemeines n gilt dann

xk`1 “xk ´ Jrgspxq´1gpxq Jrgspxq “

¨
˚̋

Bg1
Bx1

. . . Bg1
Bxn

.

.

.

.

.

.

.

.

.

Bgn
Bx1

. . . Bgn
Bxn

˛
‹‚P Rnˆn

wobei Jrgspxq die Ja
obi-Matrix von g an der Stelle x ist.

Minimieren mittels Newton-Verfahren
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Wenn wir an einem lokalen Minimum von f : Rn Ñ R interessiert sind, rei
ht es

die Nullstellen von ∇f : Rn Ñ Rn
zu �nden.

Hierzu können wir das Newton-Verfahren benutzen:

xk`1 “ xk ´ Hpxq´1∇fpxq,
wobei Hpxq die (symmetris
he) Hesse-Matrix von f ist:

Hpxq “ Jr∇f spxq

¨
˚̊
˝

B2f
Bx1Bx1

. . . B2f
Bx1Bxn

.

.

.

.

.

.

.

.

.

B2f
BxnBx1

. . . B2f
BxnBxn

˛
‹‹‚P Rnˆn

In jedem S
hritt muss ein lineares Glei
hungssystem gelöst werden.

Newton-Verfahren (Bsp.)
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Gradienten-Abstieg Newton-S
hritt

In jedem S
hritt des Gradienten-Abstiegs-Verfahrens reduziert man die Funktion

entlang einer Ri
htung (Gradienten-Ri
htung).

Das kann das zu vielen Iterationen führen.

Das Newton-Verfahren errei
ht das Minimum in wesentli
h weniger Iterationen.

Allerdings muss in jedem Newton-S
hritt ein neues lineares Glei
hungssystem (LGS)

gelöst werden.

Gauÿ-Seidel
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Im Folgenden wollen wir uns mit der Lösung linearer Glei
hungen Ax “ b
bes
häftigen, die beim Newton-Verfahren auftreten.

Weil Hesse-Matrizen symmetris
h sind, fordern wir, dass A symmetris
h ist.

Oft treten in der Praxis Matrizen auf, die nur Opnq Einträge besitzen, die aij ‰ 0
erfüllen. Sol
he Matrizen heissen dünn besetzt (eng. sparse).

Ist eine Matrix A dünn besetzt, so lässt si
h die Matrix-Vektor-Multiplikation in

Opnq S
hritten dur
hführen.

Ziel: Finde ein iteratives Verfahren, dass s
hnell konvergiert.

Dann werden statt Opn3q nur Opnq ¨ #Iterationen S
hritte benötigt.

Vorteil: Der Spei
herbedarf ist weiterhin Opnq und ni
ht Opn2q wie bei der LU-

oder der QR-Zerlegung. (Oft ist n ą 106)



Ri
hardson-Iteration

Gradienten-Abstieg Newton-Verfahren Gauÿ-Seidel Bild-Entraus
hen

IN0019 - Numeris
hes Programmieren 10. Minimieren von Funktionen � 17 / 32

Ziel bei iterativen Verfahren ist es, ein Fixpunktproblem zu formulieren:

b “ Ax “ pA ´ Iqx ` x ô x “ x ` pb ´ Axq
Daraus ergibt si
h die Ri
hardson-Iteration

xk`1 “ xk ` pb ´ Axkq “: Φpxkq
Damit x˚ “ A´1b ein anziehender Fixpunkt ist, muss Folgendes gelten:

1 ą lim sup
hÑ0

}Φpx˚ ` hq ´ Φpx˚q}
}h} “ lim sup

hÑ0

}pI ´ Aqh}
}h} “ }A ´ I}2

x˚
ist ein anziehender Fixpunkt genau dann, wenn für alle Eigenwerte λi von A

gerade 0 ă λi ă 2 gilt.

Das Ri
hardson-Verfahren ist also nur sinnvoll, wenn A « I gilt.

Ri
hardson-Iteration (Bsp.)
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Betra
hten wir beispielhaft folgende LGS

ˆ
0.5 0
0 1

˙

loooomoooon
A0

¨x “
ˆ
0.5
1

˙

loomoon
b0

und

ˆ
1 0
0 3

˙

looomooon
A1

¨x “
ˆ
1
3

˙

loomoon
b1

,

die beide die eindeutige Lösung x “ `
1
1

˘
haben.

Initialisieren wir die Ri
hardson-Iteration (x ` pb ´ Axq) mit dem Nullvektor,

erhalten wir folgende Iterationsfolgen:

A0 :

ˆ
0

0

˙ ˆ
0.5

1

˙ ˆ
0.75

1

˙ ˆ
0.875

1

˙ ˆ
0.9375

1

˙
¨ ¨ ¨

ˆ
1

1

˙

A1 :

ˆ
0

0

˙ ˆ
1

3

˙ ˆ
1

´3

˙ ˆ
1

9

˙ ˆ
1

´15

˙
¨ ¨ ¨

Diagonaldominanz
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Wir wollen das Ri
hardson-Verfahren au
h auf eine gröÿere Klasse von Matrizen

anwenden. Dies sind die Matrizen, die im Wesentli
hen dur
h ihre Diagonaleinträge

bestimmt sind, d.h. es gilt:

|di| “ |aii| ą
nÿ

j“1
i‰j

|aij |

Diese Matrizen heissen diagonaldominant.

Im Weiteren bezei
hnen wir mit D die Diagonalmatrix von A, d.h. die Matrix, die

die Diagonaleinträge von A besitzt und sonst aus Nullen besteht.

Bezei
hnet man mit B :“ D´1A, so gilt für die Eigenwerte λ von B gerade

|λ ´ 1| ď
ÿ

j“1
i‰j

|aij |
|di| ă 1 (Gers
hgorin)

Ja
obi-Verfahren
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Wir haben gesehen, dass wir bei einer diagonaldominanten Matrix A, die
Ri
hardson-Iteration auf D´1A anwenden können.

Die Glei
hung Ax “ b wird zu D´1Ax “ D´1b und wir erhalten:

xk`1 “ xk ` pD´1b ´ D´1Axkq “ D´1 rb ´ pA ´ Dqxks
Dieses Verfahren heisst Ja
obi-Verfahren.

Zerlegt man A in seine drei Komponenten:

A “ L ` D ` U,

wobei L (bzw. U) die Einträge unterhalb (bzw. oberhalb) der Diagonalen von A
besitzt, so lässt si
h das Ja
obi-Verfahren wie folgt ums
hreiben:

xk`1 “ D´1 rb ´ pL ` Uqxks

Implementierung (Ja
obi)
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Eine Ja
obi-Iteration

xk`1 “ D´1 rb ´ pL ` Uqxks
kann man wie folgt implementieren:

1 // A: matrix - x_old : 
urrent ve
tor - x_new : new ve
tor

2 for (unsigned i=0; i<n; i++) {

3 x_new[i℄ = b[i℄;

4 for (unsigned j=0; j<i; j++) {

5 x_new [i℄ -= A[i℄[j℄* x_old[j℄;

6 }

7 for (unsigned j=i+1; j<n; j++) {

8 x_new [i℄ -= A[i℄[j℄* x_old[j℄;

9 }

10 x_new[i℄ /= A[i℄[i℄;

11 }

Es wird also in jedem S
hritt die i-te Zeile na
h xi aufgelöst.

Gauÿ-Seidel-Verfahren
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Ein anderes Verfahren, dass auf der Ri
hardson-Iteration beruht ist das

Gauÿ-Seidel-Verfahren. Es benutzt die Matrix B “ pD ` Lq´1A.

Die Glei
hung Ax “ b wird zu pD ` Lq´1Ax “ pD ` Lq´1b und wir erhalten:

xk`1 “xk ` pD ` Lq´1pb ´ Axkq
“pD ` Lq´1 rb ´ pA ´ D ´ Lqxks
“pD ` Lq´1 rb ´ Uxks

Im Unters
hied zum Ja
obi-Verfahren hängt die i-te Komponente von xk`1 nur von

der j-ten Komponente von xk ab, wobei j ą i ist.

Das heiÿt, wir können die Gauÿ-Seidel-Iteration in pla
e, d.h. ohne zusätzli
hen

Spei
herplatz dur
hführen.

Gauÿ-Seidel-Iteration
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In jedem S
hritt wird folgende Glei
hung (na
h y) gelöst:

pD ` Lq ¨ y “ b ´ U ¨ x
Das heiÿt:

iÿ

j“1

aijyj “bi ´
nÿ

j“i`1

aijxj

aiiyi “bi ´
nÿ

j“i`1

aijxj ´
i´1ÿ

j“1

aijyj

y1 hängt also nur von A und x ab und kann unabhängig von den übrigen yi
bere
hnet werden. Analog hängt y2 nur von A, x und y1 ab und kann unabhängig

von den übrigen yi als Nä
hstes bere
hnet werden et
.

Man kann also in jedem S
hritt die i-te Zeile na
h yi au�ösen, wenn man zuvor die

xj (j ă i) dur
h yj ersetzt.

Implementierung (Gauÿ-Seidel)
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Eine Gauÿ-Seidel-Iteration

xk`1 “ pD ` Lq´1 rb ´ U ¨ xks
kann man also wie folgt implementieren:

1 // A: matrix - x: 
urrent ve
tor

2 for (unsigned i=0; i<n; i++) {

3 x[i℄ = b[i℄;

4 for (unsigned j=0; j<i; j++) {

5 x[i℄ -= A[i℄[j℄*x[j℄;

6 }

7 for (unsigned j=i+1; j<n; j++) {

8 x[i℄ -= A[i℄[j℄*x[j℄;

9 }

10 x[i℄ /= A[i℄[i℄;

11 }

Die Implementierung benutzt also immer die aktuellsten Werte von x.



Zusammenfassung
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Wir haben zwei vers
hiedene iterative Verfahren zum Lösen von

Glei
hungssystemen gefunden, die auf der Ri
hardson-Iteration beruhen.

Das Ja
obi-Verfahren und das Gauÿ-Seidel-Verfahren lösen die i-te Zeile von A
na
h der i-ten Variablen auf.

Das Ja
obi-Verfahren benutzt die Werte xk der vorherigen Iteration und benötigt

daher einen zusätzli
hen Spei
herplatz von Opnq. Da die Reihenfolge der

Einträge von xk`1 ni
ht vorgegeben ist, ist es einfa
her, das Ja
obi-Verfahren zu

parallelisieren.

Das Gauÿ-Seidel-Verfahren arbeitet in-pla
e und benötigt keinen zusätzli
hen

Spei
herplatz. Da die Reihenfolge der Einträge von xk`1 vorgegeben ist, ist eine

Parallelisierung übli
herweise komplizierter.

Beide Verfahren konvergieren für diagonaldominate Matrizen.

Darüber hinaus konvergiert das Gauÿ-Seidel-Verfahren ebenfalls für symmetris
he

positiv-de�nite Matrizen. (ohne Beweis)

Gauÿ-Seidel und Ja
obi (Bsp.)
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Um zu sehen, dass das Gauÿ-Seidel-Verfahren eine gröÿere Problemklasse als das

Ja
obi-Verfahren lösen betra
hten wir folgendes LGS

¨
˝
4 3 3
3 4 3
3 3 4

˛
‚¨ x “

¨
˝
10
10
10

˛
‚,

wel
hes die eindeutige Lösung x “ p1 1 1qJ
besitzt.

Initialisieren wir Ja
obi (J) und Gauÿ-Seidel (GS) mit dem Nullvektor, erhalten wir

folgende Iterationsfolgen (gerundet auf 2 Na
hkommastellen):

(GS) : p2.5 0.625 0.156qJ p1.91 0.947 0.354qJ p1.52 1.09 0.538qJ

(J) : p2.5 2.5 2.5qJ p´1.25 ´ 1.25 ´ 1.25qJ p4.38 4.38 4.38qJ

Bild-Entraus
hen
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Entraus
hen von Bildern
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Original Verraus
ht

Sensoren sind oft ungenau und liefern meist verraus
hte Daten.

Die Entfernung der Verraus
hung nennt man Entraus
hung (eng. Denoising).

Traditionelle Verfahren benutzen hierfür Bildglättung (siehe FFT-Vorlesung).

Moderne Verfahren bes
hreiben dies als Minimierung einer Funktion.

Entraus
hung dur
h Minimierung
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Sei u P Rn
eine Diskretisierung des Eingabebildes.

Wir sind auf der Su
he des entraus
hten Bilde v P Rn
, so dass

■ v si
h ni
ht stark von u unters
heidet und

■ v kleinere Ableitungen als u besitzt.

Bezei
hnen wir mit D1, D2 P Rnˆn
die diskretisierten Ableitungen

B
Bx1

bzw.

B
Bx2

, so

kann man folgende Funktion bes
hreiben:

fpvq “ }v ´ u}2 ` λ ¨
”
}D1v}2 ` }D2v}2

ı

Der Parameter λ bes
hreibt wie wi
htig die Glattheit von u ist. Für λ “ 0 ist

v “ u das Minimum von f . Für wa
hsendes λ wird das minimierende v immer

glatter. Für λ Ñ 8 wird v s
hlieÿli
h konstant.

Verbesserte Entraus
hung
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Da die quadratis
he Bestrafung der Ableitungen zu Überglättungen führen kann,

benutzt man übli
herweise die folgende Funktion

fpvq “ }v ´ u}2 ` λ ¨
”
}D1v}2 ` }D2v}2

ı p
2

Für p “ 2 erhält man die glei
he Funktion wie zuvor.

Für p ă 2 werden die Ableitungen s
hwä
her bestraft und man erhält übli
herweise

bessere Ergebnisse.

Die so erhaltene Funktion ist für p ą 1 zweimal di�erenzierbar und kann mit Hilfe

von Gradienten-Abstieg oder mit Hilfe des Newton-Verfahrens minimiert werden.

Auÿerdem kann gezeigt werden, dass jedes lokale Minimum das globale Minimum

ist.

Für p “ 2 muss nur ein einziger Newton-S
hritt bere
hntet werden, da f dann

quadratis
h in v ist.

Ergebnisse
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Bild-Glättung (Faltung) Entraus
hung (p “ 2)

Ergebnisse für vers
hiedene p
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Entraus
hung (p “ 2) Entraus
hung (p “ 1)


